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논 문 요 약

이차함수의 그래프에 대한 오류분석에 관한 연구

— 중학교 3학년 함수 단원 중심 —

성 종 기

한국교원대학교 교육대학원 수학교육전공

(지도 교수 : 김 원 경)

본 연구의 주요목적은 중학교 3학년 학생들의 이차함수의 그래프에 있어서

오류 유형을 조사하고 그 원인을 분석하여 개선책을 제시하고자 하였다.

연구의 목적을 달성하기 위하여 다음과 같은 두 가지 문제를 설정하였다.

첫 째 학습능력(상, 중, 하)에 따른 중학교 3학년 학생들의 이차함수의 그래프

영역에서 발생하는 오류유형을 분석한다. 둘 째 각각의 오류 유형에 대한 오

류의 원인을 분석하여 그 개선책을 제시한다.

본 연구를 수행하기 위해서 김천시에 소재하는 두 개 중학교를 선정하였으

며, 오류 유형 검사를 위하여 1학기말 수학성적을 기초하여 상, 중, 하로 구분

하여 총 252명을 연구대상으로 선정하였다. 오류유형 검사지는 중학교 3학년

5종 교과서에서 공통으로 다루어지는 교과서 수준의 난이도로서 만들었다. 검

사지는 이차함수의 그래프의 유형별로 4문제씩 총 20문항으로 구성되었으며,

학생들이 제시한 문제 풀이 과정을 통해서 이차함수의 그래프에 대한 오류 유

형과 원인을 분석하였다.

오류 모델은 네 가지 모델(문제의 자료를 잘못 사용하는 오류, 문제의 내용

을 잘못 해석하는 오류, 정리나 정의를 부적절하게 사용하는 오류, 기술적인

오류)으로 분류하였으며, 이차함수의 그래프 유형에 있어 학생들의 학습능력
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(상, 중, 하)별로 정답률과 오류를 백분률로 나타내었다.

전체 252명에게 그래프 유형별로 총 20문항을 제시한 결과 완전한 답을 한

학생은 45.9%, 무응답 또는 끝까지 못 풀고 답만 제시한 학생이 29.5%이며 오

류 분석대상은 24.5%이다.

본 연구로부터 다음과 같은 결과를 얻을 수 있다.

첫 째, 이차함수의 그래프에 관한 문제 풀이과정에서 나타난 오류는 정리나

정의를 부적절하게 사용하는 오류(37.0%)가 가장 많았고, 문제의 내용을 잘못

해석하는 오류(31.1%), 문제의 자료를 잘못 사용하는 오류(21.7%), 기술적인 오

류(10.2%)의 순으로 나타났다.

둘 째, 상 수준의 학생들은 축의 방정식을 이용한 그래프의 대칭성을 활용하

지 못하는 경우가 많았다.

셋 째, 중 수준의 학생들은 이차함수의 표준형인 y = a ( x - p ) 2 + q 꼴에서 p =

0 일 때 y = ax 2 + q 꼴, q = 0일 때 y = a ( x - p ) 2꼴이라는 것을 잘 모르는 경우

가 많았으며 축의 방정식 x = p 에서 대칭성과 그 p값이 꼭지점의 x 좌표가

된다는 사실을 잘 모르는 경우가 많다.

네 째, 하 수준의 학생들은 좌표평면상의 그래프를 이해하거나 좌표를 읽는

능력이 부족하며 좌표의 값을 식에 대입하거나 완전제곱식으로 바꿀 때 괄호

처리와 계산상의 오류가 많다.

이와 같은 오류를 줄이기 위한 개선책으로는 다음과 같다.

첫 째 이차함수의 그래프의 지도는 이차항의 계수의 성질과 꼭지점을 중심으

로 지도하고, 해석할 수 있도록 하는 것이 바람직하다.

둘 째 컴퓨터의 활용(GSP, 그래픽계산기 등)을 통하여 그래프를 시각화하여

지도할 필요가 있다.

※본 논문은 2000년 2월 한국교원대학교 대학원 위원회에 제출된 교육학 석사학위 논문임.
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Ⅰ . 서 론

A. 연구의 필요성 및 목적

클라인(F. klein)은 함수적 사고를 중심으로 학교 수학이 구성되어야 하고 수

학 교육의 목표는 함수개념의 양성에 있다고 주장했다. 이와 같은 주장은 함

수개념에 의해 수학적 제 사실들이 체계화, 구조화됨을 의미한다.(정영옥,

1997, p .133에서 재인용)

함수개념은 그 역사적 발생의 맥락에서 보면 여러 가지 물리적, 사회적, 정

신적 세계 특히 수학적 세계에서 일어나는 변화 현상 가운데 그 종속관계를

설명하고 기술하기 위한 도구로서 도입되었다. 두 대상 사이의 순서화된 종속

성을 나타낸 것으로 수학, 물리 뿐 아니라 일상생활에서도 나타나며, 주변에서

찾아볼 수 있는 많은 인과 관계를 수학적으로 표현한 것으로 현대 과학적 사

고방식의 중심에 있다고 할만큼 중요한 개념으로 수학교육에서 핵심적 개념이

다(우정호, 1997).

함수의 그래프는 현실 세계에서의 여러 가지 변화를 시각적으로 쉽게 파악

할 수 있는 장점이 있으며, 함수가 표나 식으로 제공되었을 때보다도 많은 정

보를 제공한다. 변화에 대한 전체적인 개관을 준다는 점에서 그래프의 활용을

좀더 중시해야하며, 그래프를 그리는 단계보다 그래프를 보고 변화를 해석하

고 의미를 부여하는 과정이 중시되어야 한다(정영옥, 1997).

함수의 학습에서 기본적 주제 중의 하나는 그래프를 해석하는 방법과 그래

프에 포함된 정보들로부터 함수의 성질을 인식하는 방법을 익히는 것이다. 함

수의 이런 면은 매우 중요하고 보편적인 수학의 활용에서 많은 부분을 차지하

므로 함수개념 도입시 다양한 그래프를 경험할 수 있어야 한다(김도상, 1994).

- 1 -



N CTM(1989)에서도 그래프의 해석은 함수의 개념을 더욱 명확히 할 수 있

는 수단이며, 고등학교에서의 역함수 개념을 습득하기 위한 기초적 개념이기

때문에 중학교에서 그래프의 해석을 소홀히 해서는 안되며, 그리고 함수는 지

필 문장, 대수적 공식, 투입 산출 값의 도표, 그래프 등으로 표현할 수 있는데,

학생들은 이들 표상을 학습하고 그 각각을 서로 번안할 수 있어야 한다고 했

다.(류희찬, 1992, p .221에서 재인용)

그러나 현재 중학교 함수 단원의 내용은 대응표를 사용하여 대수적, 형식적

이며 추상적인 측면이 강조되고 있으므로 현실적인 변화 상황을 기술하여 해

석하고 예측하기 어려우며 함수의 성질은 그래프를 그려서 살펴보는 것이 매

우 효과적이고 자연스럽지만 학생들은 함수의 본질을 기호적 표현 양식인 식

이며 그래프는 그것을 시각화한 보조수단에 불과하다고 생각한다. 또한 문제

해결에 있어서도 그래프를 통해서 문제를 해결하려고 하기보다 계산을 통해

문제를 해결하려는 경향이 강하다(우정호, 1998).

이러한 문제의 해결은 여러 가지 방향에서 시도되어 질 수 있으나, 무엇보

다 함수의 그래프를 구성하거나 해석하는 데 있어서 학생들에게서 자주 발생

하는 오류를 파악하여, 그 오류에 대한 지도 방법을 고안하고 지도함으로써

학생들은 함수에 대한 이해 및 그래프의 활용이 자연스럽게 되리라 믿는다.

Clayton (1990)은 유능하고 성공적인 수학 교사가 되기 위해서는 학생들의 특

성과 가르쳐야 할 수학의 구조를 알아야 할 뿐만 아니라 학생들의 오류를 진

단하기 위한 전략에 대한 지식을 갖추어야 한다고 말하고 있다. 따라서 현장

의 수학 교사들은 학생들의 오류와 오개념을 파악할 필요가 있으며, 그것은

다음과 같은 긍정적인 결과를 가져온다고 볼 수 있다.

첫째, 학생들의 오류의 원천과 형태를 파악하고 각각의 오류에 대하여 학생

들에게 좀 더 정확한 피드백을 가져다 줄 수 있다.
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둘째, 오류유형은 종종 내재하는 수학적 개념의 잘못된 이해, 문제 해결 전

략의 부족이나 미성숙한 문제 풀이 전략을 드러나게 한다.

셋째, 오류유형에서 드러난 학생들의 사고 과정의 결함 발견은 교수 계획을

수립하는 데에 많은 도움이 된다.

본 연구는 학생들이 그래프를 해석하거나 구성하는 능력의 증진을 위해 이

차함수의 그래프에 관한 문제해결 과정에서 저지르는 오류들을 분석하고 그

원인과 개선책을 제시함으로써 보다 효율적인 교수 전략과 학생들의 수학 학

습에 도움을 주고자 한다.

B. 연구 문제

본 연구는 오류분석 검사지를 통해 중학교 3학년 학생들이 이차함수의 그래

프 영역에서의 문제풀이 과정에서 보인 오류를 분석하고, 분석된 자료에 의하

여 오류모델을 설정하며 앞으로의 교수-학습에 도움을 주고자하며 다음과 같

은 연구문제를 설정하였다.

1. 학습능력(상, 중, 하)에 따른 중학교 3학년 학생들의 이차함수의 그래프

영역에서 발생하는 오류유형을 분석한다.

2. 각각의 오류유형에 대한 오류의 원인을 분석하여 그 개선책을 제시한다.

C. 용어의 정의

오류의 의미를 국어 사전에서 찾아보면, 바르지 못한 논리적 과정 및 그 결

과로 생긴 추리나 판단으로 기술하고 있다.

본 연구에서의 오류는 이차함수의 그래프에 관한 문제 풀이 과정에서 나타

나는 수학적인 오류로써 다음의 네 가지 형태를 말한다.

첫째, 문제의 자료를 잘못 사용하는 오류 : 문제에 주어진 자료와 학생들이

- 3 -



그 자료를 다루는 방법 사이의 어떤 모순과 관련된 오류를 말한다.

둘째, 문제의 내용을 잘못 해석하는 오류 : 한 상징적인 언어 안에 표현되어

있는 수학적 사실들을 다른 상징적인 언어로 잘못 해석하는 오류를 말한다.

셋째, 정리나 정의를 부적절하게 사용하는 오류 : 특정하고 동일한 규칙, 원

칙, 정리 혹은 정의 등이 잘못 이해되어 쓰여지는 경우에 있어서의 오류를 말

한다.

넷째, 기술적인 오류 : 문제를 푸는 과정에서 연산을 잘못 사용하거나 계산

과정에서 발생하는 오류를 말한다.

D. 연구의 제한점

본 연구에서 제시된 연구자료들은 김천시에 있는 2개 중학교 3학년 학생

252명의 학생을 대상으로 하였으므로 이 자료는 다른 집단에 의해서는 연구결

과가 다르게 나타날 수도 있고 오류모형의 분류에서도 연구자에 따라서 오류

모형이 달라질 수도 있다. 그러므로 본 연구결과를 오류의 판단 기준으로 일

반화하는 데에는 주의를 요한다.

E. 기대되는 효과

본 연구를 통해서 다음과 같은 효과를 기대할 수 있다.

1. 이차함수의 그래프에 관하여 학습능력에 따른 학생들의 오류유형을 분석

함으로써 각각의 오류의 예방 및 지도에 도움을 줄 수 있다.

2. 학생들의 오류의 원인을 분석하여 그 개선책을 가짐으로써 오류를 치료

하고 방지하는 데 도움을 줄 수 있다.

3. 이차함수의 그래프를 이해하게 됨으로써 함수의 이해를 심화시키고 그래

프와 관련된 문제를 해결하는 데 도움이 될 수 있다.
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Ⅱ . 문헌 연구

본 연구와 관련되는 문헌은 크게 세 개의 단원 즉 함수, 함수의 그래프, 오

류로 나누어 검토하였다.

함수는 함수의 개념이 무엇인지 그 역사적 발달을 중심으로 고찰하였다. 역

사적 발달을 거치면서 어떤 변화가 있었으며 현재 우리가 사용하고 있는 함수

의 개념은 무엇이고, 그 이전의 개념과는 어떤 면이 다른지를 살펴서 함수개

념의 어떤 측면에 강조점을 두어야 하는지를 살펴보았다.

함수에 관한 표상으로서의 그래프와 함수의 대수식과 그래프사이의 번역에

대해 살펴보았다.

오류는 국내외에서 발표된 대표적인 선행연구를 중심으로 살펴보았다.

A. 함수

함수 개념이 학교 수학에서 중요시된 것은 20세기 초 독일에서 Klein에 의

해 함수개념을 중심으로 한 수학교육의 개혁이 이루어진 이후이다. 실제로 사

칙 연산이 수의 순서쌍들의 집합 위에 정의되는 함수임을 고려한다면, 함수

개념은 초, 중, 고의 수학의 많은 부분을 차지하는 개념이며, 미적분학과 관련

성을 고려할 때 학교 수학의 핵심적인 분야라고 하지 않을 수 없다. Klein (196

8)은 함수적 사고의 중요성은 응용을 포함한 수학 전체를 포괄하는 데 있다고

생각했다. 그는 그 당시 수학교육에서 중요시되었던 수 직관과 공간 직관의

통합을 목표로 해석기하학적 사고를 수학교육 개혁의 핵심으로 보았다. 수와

공간을 이어주는 주제 영역은 함수이며 함수의 그래프를 통해서 대수와 무한

소 계산 그리고 다른 한편으로는 대수와 기하의 바람직한 결합이 가능하기 때
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문이었다. 그는 함수 개념은 대응이란 추상적인 정의가 아니라 종속성이라고

하는 Euler식의 관점에 따라 학교 수학에 효소처럼 스며들어야 하며, 기본적

인 예들을 통해 학생들에게 살아 있는 자산으로 전달되어야 할 것으로 보았

다.(정영옥, 1997, p .133에서 재인용)

함수개념의 본질은 그 개념의 시작과 그 발전에서 찾아 볼 수 있을 것이므

로 이 절에서는 그 역사적 발달을 중심으로 알아본다. 함수개념은 크게 기하

학적인 함수개념에서 대수적인 함수개념을 거쳐 논리적인 함수개념으로 발달

했다(박교식, 1992, pp . 118∼129).

1. 기하학적 함수개념

17세기에 소개된 대부분의 함수는 곡선으로 연구되었는데, 기하학적 함수개

념이란 함수개념이 운동을 나타내는 곡선과 관련해서 도형적으로 개념화되었

다는 측면에서 나온 것이다. Galileo는 등가속도 운동을 하는 물체가 움직인

거리는 그 거리까지 움직이는데 걸린 시간의 제곱에 비례한다는 것을 관찰,

그러한 현상을 양적으로 조직하고자 했다. 양적으로 조직화된 종속은 운동을

나타내는 여러 가지 곡선과 결합되어 곡선의 형태를 중심으로 운동을 연구한

것이 함수개념의 시작이었다. 이것은 시간에 따른 거리의 변화를 연구한 것으

로 시간과 공변하는 양으로서의 거리를 염두에 둔 것이다(M. Kline, 1972).

이 당시 주된 연구문제는 변수의 도입과 방정식에 의한 변수사이의 관련성

의 표현이었다. 해석 기하학의 출현으로 곡선과 관련된 함수에 관한 식이 점

점 강조되고 식을 나타내는 기호의 역할에 주의가 집중되면서, 곡선과 무관하

게 기호사이에 성립하는 관계에 주의가 집중되었다. 그러나 곡선을 나타내는

방정식에서 독립변수와 종속변수의 구별이 분명하지 않았다.
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2. 대수적인 함수 개념

18세기에 들어서면서 함수개념은 기하학적인 곡선으로부터 분리되어 기하학

적인 개념을 포괄하는 대수적 공식으로서의 개념으로 변화한다. 이것을 대수

적인 함수개념이라고 한다. Euler는 변수 양의 함수는 어떠한 방식으로든

변수 양과 수 또는 일정양으로부터 구성된 해석적인 식이다. 라고 정의하였

다. (조한숙, 1991, p .10에서 재인용)

18세기에 함수개념의 발달의 직접적인 계기가 되었던 것은 진동하는 끈의

문제였다. 진동하는 끈의 문제란 다음과 같다.

양 끝점이 고정된 끈을 잡아당겨 어떤 모습을 만든 후 잡았던 끈을 놓으면 그 끈은

진동하기 시작해서 최초 모습으로부터 다른 모습으로 변한다. 이 때, 시간 t에서 그

바뀐 끈의 모습을 나타내어라.(박교식, 1992, p . 123에서 재인용)

이 당시 하나의 곡선은 하나의 해석적 표현을 갖는다는 생각이 일반적이었

다. d ' Alembert는 t초 후의 모습은 초기 모습에 의해 결정되므로 최초 모습

을 나타내는 방정식을 구함으로써 일반해를 구했다고 생각했다. 그러나 Euler

는 어떤 구간에서의 그래프가 반드시 하나의 함수만을 나타낸다고 생각하지

않았다.

서로 다른 정의역에서 서로 다른 해석적 표현을 가지는 함수가 있음을 실험

을 통해서 밝혔으며, 자유롭게 그려진 곡선의 경우 그것을 어떤 해석적 표현

의 결합으로 주어지지 않을 수도 있는 함수의 가능성을 밝혔다. 이런 입장으

로부터 해석적 표현이란 말이 없는 새로운 함수의 정의가 나타나게 되었다.

그로부터 Euler는 다음과 같이 정의하였다.(조한숙, 1991, p .11에서 재인용)
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만약 어떤 양이 다른 것에 의존한다면 전자를 후자의 함수

이로부터 독립변수와 종속변수의 구분이 확실해졌으며, 하나의 곡선으로부

터 함수의 개념을 확장 시켰다. 각각의 변수들이 독립변수로 선택될 수 있다

는 관점아래 각 변수의 구체적인 변화와 무관하게 각 변수를 어떤 형태로든

연결할 수 있느냐가 중요하게 되었다. 이것은 함수가 그 기하학적인 원천과

관계없이 대수적으로 조작가능하다는 것을 의미한다.

3. 논리적 함수 개념

대수적인 함수개념을 포괄하는 새로운 함수개념이 논리적 함수개념인데 이

것은 함수개념이 더 이상 대수적인 식에 달려있는 것이 아니라 두 변수가 대

응이라고 하는 논리적 조건을 만족하느냐 하는 것에 관련되어 있다는 의미이

다(박교식, 1992, p . 124).

Euler와 Lagrange는 서로 다른 정의역에서 서로 다른 해석적 표현을 가지는

함수를 받아들였다. Fourier는 열전도에 관한 그의 논문에서 임의의 함수는 삼

각 급수로 전개하는 것이 가능하다고 하였다. Cauchy는 이와 같은 결과를 받

아들이기 위해 대수적 함수에서 성립하는 성질을 마치 그것이 모든 함수에서

성립하는 것처럼 자유롭게 사용하는 것과 발산하는 급수를 사용하는 것이 정

당화되지 않았다는 이유에서 함수를 다루기 위한 새로운 개념을 도입했다. 이

로부터 Cauchy는 다음과 같이 말했다.(박교식, 1992, p .127에서 재인용)

여러 변량들이 서로 관계가 있어, 이중에서 어느 한 변량의 값이 주어지면, 다른 변

량의 값도 정할 수 있을 때, 사람들은 보통 이 다양한 양들이 독립변수라는 이름을

갖는 그들 중의 어느 한 변량에 의해 표현되는 것으로 생각한다. 그리고 이 때, 나머

지 변량들을 이 독립변수의 함수라고 부른다.
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이런 함수개념의 발달을 바탕으로 Dirichlet는 소위 Dirichlet 함수라고 부르

는 예를 제시하였는데 그 함수는 다음과 같다.(조한숙, 1991, p .12에서 재인용)

D ( x ) = {c :x가 유리수일 때
d :x가 무리수일 때

이것은 해석적 표현으로 주어지지도 않고, 자유롭게 그려진 곡선도 아니며

어디에서도 불연속인 함수의 최초의 예이며, 임의의 대응으로 함수개념을 설

명한 예이다. 이로부터 함수를 다음과 같이 정의하였다.(박교식, 19992, p .127

에서 재인용)

주어진 구간에서 x의 각 값에 y의 유일한 값이 대응할 때, y는 x의 함수

이제 함수의 개념에서 y가 하나의 법칙에 따르는지, x에 종속되는지의 문

제는 중요하지 않게 된 것이다. 변수는 어떤 문자가 취할 수 있는 여러 가지

값 중에서 어느 한 값을 나타내는 문자로 해석하게 되었으며 변수로부터 운동

이라는 아이디어는 제거되었다.

19C 함수론에 눈부신 발전이 있은 후 임의의 집합들 사이의 사상으로서의

함수개념이 20C 수학에서 점차 지배적인 관점이 되었다. 여기에서 함수개념은

한 집합에서 다른 집합으로의 사상개념으로 일반화되었다. 이러한 함수개념은

Cantor의 집합론과 Dedekind가 확립한 사상의 개념에 의해 뒷받침된다. 1887

년 Dedekind는 사상을 다음과 같이 정의했다.(조한숙, 1991, p . 13에서 재인

용)
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두 집합 A, B가 있을 때 A의 각 원소에 대응하여 B의 원소가 오직 하나씩 대응되

는 규칙이 있으면 이 대응규칙을 A에서 B로의 사상

특히, A, B가 수의 집합일 때 이 사상을 함수라고 정의하였다. 오늘날 함수

개념의 적용범위가 넓어짐에 따라 함수와 사상을 동의어로 사용하고 있다.

1937년 Bourbaki는 다음과 같이 함수를 정의했다.

E, F를 집합이라고 하자. E의 변수x와 F의 변수 y사이의 관계가 만약 ‘모든 x E

에 대하여 x와의 주어진 관계에 있는 y F가 있다면’그 관계를 함수적 관계라고 한

다. (조한숙, 1991, p .13에서 재인용)

역사적으로 함수 개념은 이와 같이 여러 단계의 변화를 거쳐 발달해 왔다.

천체운동을 기술하기 위한 수단으로서의 전함수 개념, 그래프와 곡선의 형태

로 표현된 기하학적 함수 개념, 식으로 표현된 대수적 함수 개념, 대응으로서

의 집합적 함수 개념으로 발달해 왔으며 Bourbaki에 와서는 관계로 정의된

함수 개념 등으로 발달해 왔다. 따라서, 오늘날 교과서에서도 임의의 대응이나

특수한 관계라는 Dirichlet-Bourbaki 방식으로 함수를 정의하고 있다. 그러나,

함수 개념이 여러 가지 필요성에 의해서 새롭게 정의되는 과정을 거처 수학화

되어 가는 동안 원래의 함수 개념에서 중요했던 여러 측면이 현재의 Dirichlet

-Bourbaki식 정의에서는 사라져 버림으로써, 학생들에게는 사실상 중요한 함

수 개념의 도구적 의미가 감추어진 피상적이고 형식적인 측면만이 제시되기

때문에 함수 개념 지도에 많은 문제점이 제기되는 것은 불가피하다.

함수를 지도할 때, 대응이라는 의미가 가지고 있는 일가성과 임의성 그리고
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함수의 역동적 측면을 전달하고자 하는 것이 목표라면, 현대적인 의미의 대

응으로 규정하기보다는 여러 가지 변화 현상을 다루어 보는 중에 종속 관계

를 파악하고, 기하학적 사상과 같은 특성을 가진 여러 현상들을 다루어 봄으

로써 점진적인 수학화에 의해 이런 현상들을 통합해서 일반적인 함수 개념을

형식화할 수 있어야 한다. 또한 학교 수학에서 그 수학적 중요성을 고려할 때,

합성과 역의 의미를 더 중요하게 부각시켜야 할 것이다.

Freudenthal은‘대응’의 정적인 정의보다는‘A에서 B로의 함수는 A의 각

각의 원소에 대해 B의 원소를 지정하는 행동’으로 정의함으로써 임의성이나

일가성의 의미 그리고 독립변수에서 종속변수로의 방향성의 의미를 살리는 것

뿐만 아니라 함수의 동적인 측면과 역과 합성의 의미를 부각시키고자 하였다.

(정영옥, 1997, p .142∼143에서 재인용)

B. 함수의 그래프

함수에 관한 많은 표상들이 사용되고 있으며, 그 중에서 학교에서 가장 많

이 알려지고 사용되는 것이 표, 그래프, 그리고 해석적 식이다.

수학적 개념, 과정 또는 대상은 종종 매우 다른 방식으로 표상될 수 있다.

이런 경우에 한 표상에서 다른 것으로의 번역(translation)이 가능하다. 9학년

에서 12학년까지를 위한 N CTM standards에서도 함수단원에서 다음을 강조하

고 있다 : 함수의 표, 기호, 그래픽 표상 사이를 번역하라. 함수의 그래프에 대

한 모수의 변화를 분석하라.

번역은 표상에 대한 두 과정(process)-해석(interpretation)과 모델화(modelin

-g)-을 포함한다. Sw an (1985)에 의하면, 해석은 그래프가 말하는 것을 듣는 것

에 해당하며, 모델화는 그것들과 함께 이야기하는 방법에 대응된다. 함수에서

예를 들면, 대수식에서 그래프로 의 번역이 모델화이고, 그래프에서 대수식

- 11 -



으로 의 번역이 해석이다. Janvier는 번역하기 이전의 양식을 자료(source)로

보고 번역된 양식을 목표(target)로 볼 때 source를 target방식으로 보아야만

한다는 점을 강조한다. 다시 말하면, target의 관점으로부터 그것을 살피고 결

과들을 유도해야만 한다는 것이다. 예를 들어서 그래프에서 대수식으로 번

역을 할 때는 그래프를 대수식의 관점에서 살펴보고 그 특징들을 살펴보아야

한다는 것이다.(신인숙, 1993, p . 24에서 재인용)

그러나 오늘날의 학생들은 종종 식을 다른 어느 것도 나타내지 않는 그 자

체로만 여기는 경향이 있으며, 그래프를 기껏해야 부분적(p ointw ise)인 정보를

추출할 수 있는 영상(icon)으로만 여기며, 전반적(across-tim e)인 방법의 이해

발달에는 심각한 장애를 가지고 있는 학생이 많다(Monk, 1992). 그래프는 함

수에 대한 사고의 다른 면을 제공한다. 그러나 학생들은 그래프와 그 안에 내

재하고 있는 대수식 사이를 거의 관련짓지 못한다. Dreyfu s & Eisenberg(199

0)는 그 이유를 학생들이 책과 강의에서 정보를 연속적으로 얻는데 의존하는

데에 반해서 그래프적인 정보는 비연속적이기 때문이라고 말하고 있다.(신인

숙, 1993, p . 26에서 재인용)

함수의 그래프 그리기는 주어진 공식에 수를 대입해서 표를 만들고, 적당한

축척을 정해서 좌표평면 위에 점을 나타내고 그 점들을 이어서 부드러운 곡선

으로 이어주는 것을 의미하는 것으로 중요한 활동이다. 그러나, 여기서 학생들

의 활동이 중단된다면, 이 활동은 더 큰 의미를 갖지 못한다. 학생들에게 증가

구간, 불연속성 등과 같은 그래프의 전반적인 특성을 개관할 수 있게 하고, 그

래프에 맞는 상황을 찾아봄으로써 의미를 부여할 수 있도록 해야 한다. 그래

프 그리기와 해석하기는 함수에 대한 기본적인 이해가 시작되는 곳이다. 그

래프 표현에 있어서 처음부터 좌표평면을 이용한 그래프를 그리도록 강요하지

말고, 처음에는 질적 접근을 통해서 그림을 그려보는 것으로 시작하여 점차적
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으로 형식적인 틀에 맞추어 그래프를 그려 나가도록 해야 할 것이다.

학생들에게는 그래프가 어떤 상황을 얼마나 효율적으로 기술하는가를 알게

하는 기회를 제공한다. 측정하고 공식 맞추기는 어떤 문제 상황에서 측정한

결과를 표로 나타낸 다음 그에 적합한 대수식을 찾아보는 것을 의미한다. 곡

선 맞추기는 함수의 대수식과 그래프를 연결하는 과정으로, 예를 들면 함수식

y = ( x - 2)( x + 3) 이 주어지고 여러 가지 그래프가 주어졌을 때 옳은 그래프를

찾는 문제나 y = x ( a - x ) 에 대한 그래프가 주어졌을 때, a의 값을 찾는 것과

같은 과정으로 학교 수학에서 많이 다루어지는 내용이다. 매개변수를 인식하

는 과정은 주어진 공식에서 변수가 여러 개 있는 경우에 그 중에 매개변수를

가려내고 매개변수에 따르는 함수의 변화를 이해하도록 하는 과정을 의미한

다.

그래프는 필요에 따라 점별로, 국소적으로, 전체적으로 해석된다. 그래프를

해석하는 방법에 있어서 처음에는 전체적으로, 그 다음에는 국소적으로, 그리

고 점별 접근을 시도하고 어느 경우에는 이 세 가지가 모두 통합이 되도록 지

도해야 한다. 점별로 해석하기는 주어진 독립변수에 대응되는 종속변수의 값

을 찾거나 그 반대의 활동을 하는 것이다. 국소적으로 해석하기는 한 점의 근

방에서 그래프의 행동, 즉 양, 음, 증가, 감소, 최소값, 최대값을 알아보는 것이

다. 전체적으로 해석하기는 양 또는 음의 구간, 증가 구간, 감소구간, 최대, 최

소, 기울기의 변화, 점프, 극점 등을 찾을 때, 단조성, 진동, 주기, 일차, 이차

아니면 다른 대수적인 특성, 지수적 특성, 삼각함수적 특성들을 진술할 때 필

요하다.

그래프는 현실 세계에서의 여러 가지 변화를 시각적으로 쉽게 파악할 수 있

는 장점이 있으며, 함수가 표나 식으로 제공되었을 때보다도 많은 정보를 제

공한다. 변화에 대한 전체적인 개관을 준다는 점에서 그래프의 활용을 좀더
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중시해야 하며, 그래프를 그리는 단계보다 그래프를 보고 변화를 해석하고 의

미를 부여하는 과정이 선행되어야 한다.

C. 오류

학생들이 실수나 오류를 범하는 이유는 그들이 갖고 있는 지식이 불완전하

거나 부정확하기 때문이라고 볼 수 있다. 교사가 수업을 할 때 설명식으로 너

무 빨리 진행하거나 추상적이고 경직된 방법으로 진행한다면 학생들은 기계적

으로 수학을 암기하게 된다. 그 결과 학습 내용이 무의미한 정보처럼 보일 수

도 있으며, 학습 내용을 정확하게 이해되지 못하여 결과적으로 학생들은 정확

한 지식을 소유하지 못하거나 잘못된 개념이나 절차를 배우게 된다. 즉, 오개

념이 형성되거나 아주 잘못된 절차를 적용하여 문제풀이에서 오류를 범하게

된다. 다시 말하면 오류는 특별히 수업이 학생들에게 의미없게 느껴질 때 더

쉽게 일어난다.

Brou sseau (1986)은 오류가 발생하는 원인의 특징을 다음 네 가지로 분류하

고 있다.

첫째, 오류는 종종 수학의 기본적인 개념에 관한 오개념의 결과이다.

둘째, 오류는 때로는 교사에 의한 체계적인 지도 과정의 결과로서 일어난다.

셋째, 오류는 학생들이 결함이 있는 절차를 사용하고 교사에 의해 잘못 인

식된 오개념을 가짐으로써 발생하기 쉽다.

넷째, 학생들은 종종 문제해결을 위해 자신의 독창적이고 비형식적인 방법

을 창안하는데, 이것들은 더욱 일반적인 문제 형태의 특별한 경우에 기초한

귀납적 추론 과정의 결과이며, 그런 방법들이 때로는 심각한 오류를 일으킨다.

Bibbit (1990)은 산술에 관한 문제 해결에서의 오류의 형태에 관한 연구 중

에서, 4차 NAEP에서 나온 오류의 빈도수 자료와 남부캘리포니아의 초등학교
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5학년과 6학년 학생 431명의 문제 해결 수행 연구에서는 오류의 형태를 크게

다음의 네 가지 범주로 나누었다.

(1) 계산의 오류(computational errors)

(2) 연산 오류(operational errors)

(3) 시도하지 않은 오류(non-attempt errors)

(4) 복합적인 오류(miscellaneou s errors)

여기에서 가장 빈번한 오류는 계산 오류였고, 그 다음으로는 연산 오류로

나타났다. 5학년과 6학년이 문장제 문제에서 가장 빈번히 범하는 오류의 거의

반이 잘못된 연산의 선택에 기인하며 4가지 형태- 역 연산, 더 단순한 연산,

임의의 선택, 미성숙한 전략이었다.

Radatz (1979)는 정보처리 이론을 기초로 해, 수학의 영역에 걸쳐서 오류를

발생시키는 절차에 의하여 오류의 원인에 대한 분류 모델을 다음과 같이 제시

했다.

(1) 언어의 난이성

(2) 공간 정보 획득의 어려움

(3) 사전 지식의 습득 부족

(4) 사고의 경직성 또는 부정확한 연합

(5) 관련이 없는 법칙이나 전략의 적용

그는 오류의 원인은 서로 상호 작용이 있기 때문에 같은 문제에서도 서로

다른 오류가 일어날 수도 있고, 서로 다른 문제에서도 같은 오류가 일어날 수

있다고 하였고, 오류의 원인에 대한 명확한 분류와 위계를 달성하는 것은 어

렵다고 하였다. 또 이것이 그의 초등학교 과정의 수학의 예에서 발생하였다면,

중등 수학의 오류에서도 발생할 것이라고 하였다.

이스라엘의 Movshovitz-Hadar와 Orit Zaslavsky는 고등학생들이 졸업시험
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에서 반복적으로 보이는 실수에 대하여 관심을 갖고 2년 간에 걸친 체계적인

연구를 하여 고등학교 수학에서의 경험적인 오류 모델을 분류하였다. 그는 고

등학생들이 범하는 오류는 우연한 것이 아니며, 학생들에게는 나름대로의 뜻

이 통하는 유사-논리에 의해서 일어난다고 가정하였다. 그는 Radatz (1979)가

오류의 원인에 대한 엄밀한 분류가 어렵다는 것에 근거를 두고, 구조적이라고

불리는 질적인 방법으로 다음과 같은 오류의 모델을 제시하였다.

(1) 잘못 이용된 자료 : 이 범주는 문항에 주어진 자료와 학생들이 사용한

자료 사이의 불일치로 인한 오류이다.

(2) 문제 내용의 잘못된 해석 : 이 범주는 수학적인 사실들을 하나의 수학적

인 기호 언어에서 다른 언어로 옮기는 과정의 부정확을 다룬다.

(3) 논리적으로 부적절한 추론 : 주어진 정보에서의 타당치 못하게 이끌어

내어진 정보이거나 이미 추론된 것에서 타당치 못하게 이끌어 내어진 새

로운 정보이다.

(4) 왜곡된 정의나 정리 : 특별한 원리나 법칙, 정리, 정의의 왜곡을 다룰 때

나타나는 오류들을 나타낸다.

(5) 검토하지 않은 해답 : 이 범주의 오류들의 특징은 수험생들이 밟은 각

단계들 그 자체는 옳다는 것이다. 그러나 검토하지 않았기 때문에 마지막

에 제시된 해는 옳지 않다는 것이다.

(6) 기술적인 오류 : 이 범주는 자료를 끌어낼 때의 오류들, 기초적인 대수

기호 조작의 오류들을 포함한다. 그리고 계산 수행에서의 다른 실수들이

일어난다.

이상은 연속적으로 두 해에 걸친 시험 결과의 분석으로, 첫 해 130개, 두 번

째 해 150개, 총 280개의 오류들의 각 범주별 백분율은 다음 <표Ⅱ-1>과 같다.
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<표Ⅱ-1> 각 오류 범주별 백분율(%)

범 주 첫 번째 해 두 번째 해

잘못 이용된 자료 22 20

문제 내용의 잘못된 해석 17 18

논리적으로 부적절한 추론 2 1

왜곡된 정의나 정리 34 32

검토하지 않은 해답 0 2

기술적인 오류 25 27

위 <표Ⅱ-1>에 의하면 고등학생의 경우에는 기술적인 오류도 흔히 범하지만

정리나 정의를 적절하게 사용하지 못하는 데서 오는 오류가 상당한 부분임을

알 수 있다.

김옥경(1990)은 고등학교 학생들을 대상으로 테스트를 실시하고 오류를 분석

연구하여 오류의 분류 모델을 제시하였다.

확률과 통계 단원을 제외한 고등학교 수학과정을 모두 배운 고3학생들을 대

상으로 한 테스트는 12개의 주관식 문항으로 구성되었으며 오류 모델은 여덟

가지 범주로 Hadar의 여섯까지 범주에 풀이 과정이 생략된 오류와 오류의

애매 모호성이 추가된 것이다. 이러한 오류범주에 대한 빈도수를 살펴보면 <

표Ⅱ-2>와 같다.

김옥경의 오류 분류에 따르면 역시 곡해된 정리나 정의에 의한 오류의 빈도

가 가장 높았고, 이것으로 보아 학생들이 수학적 정리나 정의를 이해하는데

문제가 있음이 밝혀졌다.

- 17 -



<표Ⅱ-2> 김옥경의 각 오류 범주별 빈도수

오 류 의 종 류 빈 도 (%)

오용된 자료

잘못 해석된 언어

논리적으로 부적절한 추론

곡해된 정리와 정의

요구되지 않은 해답

기술적 오류

풀이 과정의 생략

오류의 애매 모호성

16.8

11.8

4.6

30.2

5.5

11.4

16.2

3.5

합 계 100

오정현(1995)은 중학교 함수영역에서 발생하는 수학적 오류에 대한 연구 에

서 중학교 1, 2, 3학년 학생 147명을 대상으로 중학교 함수영역의 문제 풀이

과정에서 발생하는 오류를 다음과 같이 7가지로 분류했고, 오류분석은 <표Ⅱ

-3>과 같이 나타났다.

(1) 오용된 자료

(2) 잘못 해석된 언어

(3) 논리적으로 부적절한 추론

(4) 필수적인 사실·개념의 부족한 숙련

(5) 요구되지 않은 해답

(6) 기술적 오류

(7) 풀이 과정의 생략

이상에서 살펴본 바와 같이 수학에서 발생하는 오류에 대한 연구가 각 국에

서 많은 수학 교육자들에 의해 다양한 측면에서 이루어지고 있음을 알 수 있
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다.

<표Ⅱ-3> 오정현의 각 오류 범주별 빈도수

오 류 의 종 류 빈 도 (%)

오용된 자료

잘못 해석된 언어

논리적으로 부적절한 추론

필수적인 사실·개념의 부족한 숙련

요구되지 않은 해답

기술적 오류

풀이 과정의 생략

5.9

1.0

13.2

32.7

3.1

25.4

18.6

합 계 100
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Ⅲ . 연구 방법 및 절차

A. 연구 대상

본 연구를 수행하기 위해서 김천시내에 소재하고 있는 2개 중학교를 선정하

였다. 선정된 학교의 학력과 문화 경제적 수준이 경상북도 내에서 중간 수준

이며 중학교 3학년 함수 단원을 이미 학습하였다.

본 연구의 검사를 위해서 3학년 6개반(252명)을 대상으로 실시하였다.

B. 검사도구

본 연구에서 사용할 검사 도구는 본 연구자가 개발하여, 현장 교사들과 협

의하고 검토한 후에 전문가에게 타당성을 검증 받았다. 검사지는 학생들의 이

차함수의 그래프에 대한 오류를 검사하기 위하여 현행 중학교 3학년 5종 교과

서에서 공통으로 다루지는 교과서 수준의 난이도로 만들었으며 이차함수의 그

래프 유형별로 목표와 문항수는 <표Ⅲ-1>과 같다.

본 검사에서 사용할 검사지의 신뢰도를 높이기 위하여 먼저 예비검사를 실

시하여 평가문항에 응답하는데 소요되는 시간과 문항의 수준의 적절성, 문항

의 수 그리고 응답율 등을 알아보았다.

검사지의 예비검사는 현장의 수학교사들의 협조를 얻어 김천시내에 있는 중

학교에서 1개반을 대상으로 실시하였다.

예비검사에서 일부 보완하여 수정된 검사지를 중학교 3학년 6개반을 대상으

로 본 검사를 실시하고 상, 중, 하로 나누어 오류유형과 원인을 분석하였다.
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<표Ⅲ-1> 이차함수의 그래프 유형별 목표와 문항수

그래프 유형 목 표 문항수

이차함수 y = ax 2

의그래프

·이차항의 계수 a값이 그래프의 폭과 모양을 결정함을
알 수 있다.
· x축에 대칭인 그래프의 식을 구하고 그릴 수 있다.

4

이차함수

y = ax 2 + q의

그래프

· y = ax 2 의 그래프를 평행이동하여 y = ax 2 + q의 그
래프를 그릴 수 있다.

· y = ax 2 + q의 그래프의 축의 방정식과 꼭지점의 좌
표를 구 할 수 있다.

· y = ax 2 + q의 그래프위의 점을 알 때, 그래프의 식
을 구할 수 있다.

4

이차함수

y = a ( x - p ) 2 의

그래프

· y = ax 2 의 그래프와 y = a (x - p) 2 의 그래프와의 관

계를 알 수 있다.

· y = a ( x - p ) 2 의 그래프의 축의 방정식과 꼭지점의
좌표를 구할 수 있다.

· y = a ( x - p ) 2 의 그래프의 축의 방정식을 알 때, 꼭
지점의 좌표를 구할 수 있다.

· y = a ( x - p ) 2 의 그래프의 꼭지점과 한 점의 좌표를
알 때, 그래프의 식을 구할 수 있다.

· y = a ( x - p ) 2 의 그래프에서 x값이 증가할 때, y값
이 감소하는 x값의 범위를 구할 수 있다.

4

이차함수

y = a ( x - p ) 2 + q

의 그래프

· y = ax 2 의 그래프를 평행이동하여 y = a (x - p) 2 + q
의그래프를 그릴 수 있고, 두 그래프 사이의 관계
를 알 수 있다.

·세 그래프 y = ax 2 , y = a ( x - p) 2 + q , y = a (x - p) 2 ,

y = a ( x - p ) 2 + q사이의 관계를 알 수 있다.

· y = a ( x - p ) 2 + q의 그래프의 꼭지점과 한 점이주어
질때, 그래프의 식을 구할 수 있다.

· y = a ( x - p ) 2 + q의 그래프를 보고 a , p , q의 부호를
알 수 있다.

4

이차함수

y = ax 2 + bx + c 의

그래프

· y = ax 2 의 그래프와 y = ax 2 + bx + c 의 그래프와의
관계를 알 수 있다.

· y = ax 2 + bx + c 를 y = a (x - p) 2 + q꼴로 나타내어
축의 방정식과 꼭지점의 좌표를 구할 수 있다.

· y = ax 2 + bx + c 의 그래프에서 x값이 증가할 때, y

값도 증가하는 x값의 범위를 구할 수 있다.

· y = ax 2 + bx + c 의 그래프를 이용한 응용문제를 해
결할 수 있다.

4
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C. 연구 일정

(1) 예비검사지 작성과 검사도구 제작 : 1999. 7. 22 ∼ 8. 28

(2) 예비검사 실시 : 9. 1

(3) 예비검사지 분석 및 수정, 보완 : 9. 3 ∼ 9. 20

(4) 본 검사 실시 : 9. 21

(5) 검사 결과 분석 및 통계 처리 : 9. 23 ∼

D. 자료의 결과 처리 및 분석

1. 오류의 분석

오류분석은 연구대상자들이 검사지에 직접 기록한 풀이 과정을 보고 분석하

였다. 252명의 학생들의 답지에서 960개의 오류를 뽑아내었는데, 상 수준에서

193개, 중 수준에서 369개, 하 수준에서 398개가 나왔다.

처음에는 일반적인 오류의 유형인 부주의로 인한 오류, 과정상의 오류, 개념

적인 오류에 기초를 두고 이스라엘의 수학자 Movshovitz-Hardar의 오류 모델

6가지-잘못 사용된 자료, 문제 내용의 잘못된 해석, 논리적으로 부적절한 추론,

왜곡된 정의나 정리, 검증되지 않은 해답, 기술적인 오류-를 참고로 하여 4가

지로 모델을 설정하여 분석하였다. 같은 문제의 풀이 과정에서 여러 개의 오

류가 발생한 경우에는 먼저 발생한 오류만 분석의 대상으로 삼았고, 다음과

같은 문항은 분석 대상에서 제외 시켰다.

(1) 완전한 답을 제시한 문항

(2) 무응답한 문항

(3) 풀이 과정에서 끝까지 풀지 못하고 중간에 그만 두었거나 답만을 제시한
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문항

2. 자료의 분석 방법

학생들이 문제풀이 과정에서의 오류분석은 문항의 요소별(이차함수의 그래프

유형별)로 검사지에 답한 문제 풀이 과정을 통하여 오류를 찾아 분석하였고

그것을 토대로 오류의 원인과 개선책을 찾아보았다.
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Ⅳ . 결과 분석 및 논의

A. 오류의 모델 설정

수학내용의 논제들에서 발생하는 오류들의 다양한 원인은 수학적인 정보들

을 얻고, 처리하고, 보유하고, 재생산하는데 쓰이는 기재들을 조사함으로써 확

인될 수 있지만, 주어진 오류에 있을 수 있는 원인을 정확하게 분리한다는 것

은 매우 어렵다. 왜냐하면 그 원인들 사이에는 어떤 밀접한 상호 작용이 있기

때문이다. 그러나 현장에서 학생들을 지도하는 교사에게는 오류 원인에 대한

인지적인 모델을 가진 오류 유형에 대한 연구 및 결과가 학생을 이해하는데

도움이 되고 다음 지도 계획을 적절히 구성할 수 있으므로 필수적으로 요구된

다.

다음은 검사지를 통한 오류들을 4가지 모델로 분류한 것으로써, 분류 기준

이나 세부 내용을 정리하여 제시한 것이다.

1. 문제의 자료를 잘못 사용하는 오류(A형)

문제에 주어진 자료와 학생들이 그 자료를 다루는 방법 사이의 어떤 모순과

관련된 오류를 포함한다. 이런 오류는 처음에 자료들을 구성 할 때, 혹은 후에

자료들을 처리하는 동안에 저질러질 수도 있다. 세부 내용을 정해보면 대체로

다음과 같이 기술되어진다.
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A1) 문제에 주어지지 않고, 주어진 조건에서 즉시 나오지 않는 것을 하나의

정보로 사용

< protocol-1 > 문항 20에서의 문제 풀이

위의 오류 <protocol>은 꼭지점의 좌표를 찾아 문제를 해결하려고 하였으나

문제에 주어지지 않고, 주어진 조건에 맞지 않는 정보를 학생 편의 데로 잘못

사용한 오류이다.
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A2) 풀이에 필요한 주어진 자료를 무시하고 임의로 관련이 없는 자료를 보

탬으로써 정보의 부족을 보충하는 경우

< protocol-2 > 문항 6(2)에서의 문제 풀이

위의 오류 <protocol>은 이차함수 y = - 2x 2 + q 의 그래프는 이차함수의 표

준형인 y = a (x - p) 2 + q 꼴에서 p = 0 인 형태임을 알지 못하는 경우로서 문제

에 주어진 자료를 무시하고, 임의로 관련이 없는 자료를 억지로 보탬으로써

정보의 부족을 보충하는 경우이다.

2. 문제의 내용을 잘못 해석하는 오류(B형)

한 상징적인 언어 안에 표현되어 있는 수학적 사실들을 다른 상징적인 언어

로 잘못 해석하는 오류로 세부 내용은 다음과 같다.
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B1) 수학적인 기호나 용어를 그래프로 나타낼 때의 오류

< protocol-3 > 문항 8에서의 문제 풀이

위의 오류 <protocol>은 평행이동에 있어서 대수식에서 그래프로 나타내는

과정에서의 오류로 x 축으로 평행이동될 때 부호에 대한 오류이다.
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B2) 그래프에 나타난 정보를 잘못 해석하는 오류

< protocol-4 > 문항 3에서의 문제 풀이

위의 오류 <protocol>은 포물선의 폭이 2배이면 이차항의 계수가 1
2
이 된

다고 잘못 이해한 것으로 그래프에 나타난 정보를 잘못 해석하는 오류이다.
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3. 정리나 정의를 부적절하게 사용하는 오류(C형)

이 범주는 특정하고 동일한 규칙, 원칙, 정리 혹은 정의 등이 잘못 이해되어

쓰여지는 경우이다. 세부내용은 다음과 같다.

C1) 이차 함수의 그래프와 관련된 용어에 대한 개념의 이해 부족으로 인한
것

< protocol-5 > 문항 15에서의 문제 풀이

위의 오류 <protocol>은 일차항의 계수(기울기)와 이차항의 계수에 대한 이

해의 부족 즉, 용어의 정의의 이해 부족으로 생긴 오류이다.
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C2) 좌표에 대한 이해 부족으로 인한 오류

< protocol-6 > 문항 3에서의 문제 풀이

위의 오류 <protocol>은 그래프가 지나는 점의 좌표만이 그 식을 만족한다

는 것에 대한 오류로 좌표평면 위의 점의 위치는 함수의 관계식에 의해 결정

된다는 것을 정확히 알지 못하는 데서 생기는 오류이다. 즉, 좌표에 대한 이해

부족으로 나타나는 오류이다.
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C3) 원리나 법칙을 잘못 이해하는 경우

< protocol-7 > 문항 1에서의 문제 풀이

위의 오류 <protocol>은 이차함수 y = ax 2의 그래프에서 이차항의 계수 a의

절대값이 클수록 그래프의 폭이 작아진다는 정리를 잘못 적용한 오류로 원리

나 법칙을 정확히 알지 못하는 데서 생기는 오류이다.
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4. 기술적인 오류(D형)

완전제곱꼴로 고치거나 x , y 값을 대입하여 계산할 때 발생하는 오류

< protocol -8 > 문제 14에서의 문제 풀이

위의 오류 <protocol>은 이차함수의 일반형 y = ax 2 + bx + c 꼴을 이차함수의

표준형 y = a (x - p) 2 + q 꼴로 고치는 과정에서 괄호 안의 값을 처리하는 데 있

어서 계산오류이다.
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B. 결과 및 논의

1. 연구문제 1

연구문제1 : 학습능력(상, 중, 하)에 따른 중학교 3학년 학생들의 이차함수의

그래프 영역에서 발생하는 오류유형을 분석한다.

a) y = ax 2꼴의 그래프에서의 오류

<표Ⅳ-1> 그래프 유형별 정답율 및 오류 빈도표

오류모델

그래프유형

정 답 율
(% )

A
(% )

B
(% )

C
(% )

D
(% ) 계

y = ax 2꼴의

그래프

상 82.4 1
0.7

6
4.4

13
9.5

0
0.0

20
14.6

중 55.3 5
3.6

15
10.9

24
17.5

3
2.2

47
32.1

하 35.7 7
5.1

20
14.6

38
27.7

5
3.6

70
47.4

계
(% ) 57.8 13

9.5
41

29.9
75

54.7
8

5.8 137

<표Ⅳ-1>에서 보는 바와 같이, y = ax 2꼴의 그래프에 대한 학생들의 학습 능

력의 수준에 따라 문항 분석을 하면 정답율은 상이 82.4%, 중이 55.3%, 하는

35.7%로 나타났다. 오류는 상이 14.6%이고 그 중 C모델이 9.5%, 중은 32.1%

이고 그 중 C모델이 17.5%, 하는 47.4%이고 그 중 C모델이 27.7%로 나타났

다.

b) y = ax 2 + q 꼴의 그래프에서의 오류

<표Ⅳ-2> 그래프 유형별 정답율 및 오류 빈도표
오류모델

그래프유형

정 답 율
(% )

A
(% )

B
(% )

C
(% )

D
(% ) 계

y = ax 2 + q

꼴의 그래프

상 76.8
8

4.1
6

3.1
15
7.8

8
4.1

37
19.2

중 51.6
17
8.8

18
9.3

26
13.5

10
5.2

71
36.8

하 32.1
20

10.4
23

11.9
30

15.5
12
6.2

85
44.0

계
(% ) 53.5

45
23.3

47
24.4

71
36.8

30
15.5

193
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<표Ⅳ-2>에서 보는 바와 같이, y = ax 2 + q 꼴의 그래프에 대한 학생들의 학

습능력의 수준에 따라 문항 분석을 하면 정답율은 상이 76.8%, 중이 51.6%,

하는 32.1%로 나타났다. 오류는 상이 19.2%이고 그 중 C모델이 7.8%, 중은

36.8%이고 그 중 C모델이 13.5%, 하는 44.0%이고 그 중 C모델이 15.5%로 나

타났다.

c) y = a ( x - p ) 2꼴의 그래프에서의 오류

<표Ⅳ-3> 그래프 유형별 정답율 및 오류 빈도표

오류모델

그래프유형

정 답 율
(% )

A
(% )

B
(% )

C
(% )

D
(% )

계

y = a (x - p) 2

꼴의 그래프

상 70.0
6

2.8
12
5.7

17
8.1

0
0.0

35
16.6

중 48.4
22

10.4
30

14.2
25

11.8
0

0.0
77

36.5

하 29.6
25

11.8
42

19.9
32

15.2
0

0.0
99

46.9
계

(% )
49.3

53
25.1

84
39.8

74
35.1

0
0.0

211

<표Ⅳ-3>에서 보는 바와 같이, y = a ( x - p ) 2꼴의 그래프에 대한 학생들의

학습능력의 수준에 따라 문항 분석을 하면 정답율은 상이 70.0%, 중이 48.4%,

하는 29.6%로 나타났다. 오류는 상이 16.6%이고 그 중 C모델이 8.1%, 중은

36.5%이고 그 중 B모델이 14.2%, 하는 46.9%이고 그 중 B모델이 19.9%로 나

타났다.

d) y = a (x - p) 2 + q 꼴의 그래프에서의 오류

<표Ⅳ-4> 그래프 유형별 정답율 및 오류 빈도표

오류모델

그래프유형

정 답 율
(% )

A
(% )

B
(% )

C
(% )

D
(% )

계

y = a (x - p) 2 + q

꼴의 그래프

상 64.3
10
4.3

15
6.5

21
9.1

0
0.0

46
19.9

중 42.9
23

10.0
28

12.1
36

15.6
0

0.0
87

37.7

하 26.7
26

11.3
30

13.0
42

18.2
0

0.0
98

42.4

계
(% )

44.6
59

25.5
73

31.6
99

42.9
0

0.0
231
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<표Ⅳ-4>에서 보는 바와 같이, y = a ( x - p ) 2 + q 꼴의 그래프에 대한 학생들

의 학습능력의 수준에 따라 문항 분석을 하면 정답율은 상이 64.3%, 중이

42.9%, 하는 26.7%로 나타났다. 오류는 상이 19.9%이고 그 중 C모델이 9.1%,

중은 37.7%이고 그 중 C모델이 15.6%, 하는 42.4%이고 그 중 C모델이 18.2%

로 나타났다.

e) y = ax 2 + bx + c 꼴의 그래프에서의 오류

<표Ⅳ-5> 그래프 유형별 정답율 및 오류 빈도표

오류모델

그래프유형

정 답 율
(% )

A
(% )

B
(% )

C
(% )

D
(% )

계

y = ax 2 + bx + c

꼴의 그래프

상 35.4
13
6.9

18
9.6

12
6.4

12
6.4

55
29.3

중 21.6
15
8.0

24
12.8

18
9.6

30
16.0

87
46.3

하 17.2
10
5.3

12
6.4

6
3.2

18
9.6

46
24.5

계
(% )

24.7
38

20.2
54

28.7
36

19.1
60

31.9
188

<표Ⅳ-5>에서 보는 바와 같이, y = ax 2 + bx + c 꼴의 그래프에 대한 학생들의

학습능력의 수준에 따라 문항 분석을 하면 정답율은 상이 35.4%, 중이 21.6,

하는 17.2%로 나타났다. 오류는 상이 29.3이고 그 중 B모델이 9.6%, 중은

46.3%이고 그 중 B모델이 12.8%, 하는 24.5%이고 그 중 B모델이 6.4%로 나타

났다.

이상에서 보면 전반적으로 학생들은 정리나 정의를 부적절하게 사용하는 오

류와 문제의 내용을 잘못 해석하는 오류가 가장 많고 기술적인 숙련의 부족에

서 오는 오류도 흔히 범하게 되는 오류임을 알 수 있다.

수준이 낮은 학생들에 있어서는 문제 풀이 과정에서 다음 단계가 잘 추론되

지 않아 풀이과정을 더 이상 계속하지 못하는 경우도 많았다. 실제로 시험지

의 분석결과 낮은 수준에 있어서 풀이 과정을 중도에 포기하거나 문제 풀이에

대한 자신이 없어 임의의 답만을 제시한 경우, 혹은 아예 답을 쓰지 않은 경
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우가 빈번하다. 학생들의 수준과 오류모델에 따른 빈도수를 살펴보면 다음 <

표Ⅳ-6>과 같다.

<표Ⅳ-6> 오류모델에 따른 학습 수준별 오류빈도표

학습 수준
오류모델

상 중 하 계

문제의 자료를 잘못 사용하는

오류

38

(19.7% )

82

(22.2% )

88

(22.1% )

208

(21.7% )

문제의 내용을 잘못 해석하는

오류

57

(29.5% )

115

(31.2% )

127

(31.9% )

299

(31.1% )

정리나 정의를 부적절하게

사용하는 오류

78

(40.4% )

129

(35.0% )

148

(37.2% )

355

(37.0% )

기술적인 오류
20

(10.4% )

43

(11.7% )

35

(8.8% )

98

(10.2% )

계 193 369 398 960

2. 연구문제 2

연구문제 2 : 각각의 그래프유형에 따른 오류유형에 대한 오류의 원인을 분

석하여 그 개선책을 알아본다.

a) y = ax 2꼴의 그래프에서의 오류

(1) 상 수준의 학생들에서의 오류원인 및 개선책

문항 3의 (2) : 오른쪽 그림은

y = x 2 , y = ax 2과 y = 4 의

그래프를 그려놓은 것이다.

P Q = QR 일 때, a의 값을 구하

시오.

y

O

y = ax 2 y = x 2

y = 4

x

P Q R
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(오류1) y = ax 2에 (2, 4) 대입하면 4 = a×2 2

∴ a = 1

[학생] y = 4 일 때, x 2 = 4 에서 x = 2이므로 점 (2, 4)를 y = ax 2에 대입

합 니다.

(오류2) 점 R은 (x , 4 )인데 P Q = 2 이고 QR 과 같으므로 PR = 4이다.

(4, 4)를 y = ax 2에 대입하여 4 = a×4

[학생] (4, 4)를 y = ax 2에 대입합니다.

[오류원인] y = ax 2의 그래프가 지나는 점의 좌표만이 그 식을 만족한다

는 것에 대한 오류로 좌표평면 위의 점의 위치는 함수의 관계식에

의해 결정된다는 것을 정확히 알지 못하는 데서 생기는 오류이다.

또한 좌표를 대입하여 계산할 때 성급하게 계산하는 데서 오류가

발생하였다.

[개선책] 좌표평면 위의 점은 함수의 관계식에 의해 결정됨을 예를 들어

설명하고 y = ax 2에서 매개변수 a를 구하기 위해서는 y = ax 2이

지나는 한 점의 좌표를 구하여 대입함을 강조한다. 또한 거듭제곱

을 계산할 때는 괄호를 쳐서 좌표값을 대입하고 지수를 제일 먼저

계산하여 구하게 한다.

(2) 중 수준의 학생들에서의 오류원인 및 개선책

문항 1 : 다음 함수에서 그래프의 폭이 가장 큰 것은 ?

① y = - 2 x 2 ② y = 3x 2 ③ y = - 1
3

x 2
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④ y = 1
2

x 2 ⑤ y = - 2
3

x 2

(오류1) 양·음수에 관계없이 a의 절대값이 가장 큰 수가 그래프의 폭

이 넓다.

[학생] 이차항의 계수 a의 절대값이 클수록 폭이 넓다고 생각합니다.

(오류2) 기울기가 양수나 음수에 관련 없이 무조건 큰 수의 기울기가 가

장 크다.

[학생] 이차항의 계수 a 가 기울기이고, 절대값이 클수록 기울기가 크므로

y 축에 가깝지 않습니까?

[오류원인] 「 y = x 에 관한 식」에서 최고차 항의 계수를 기울기라고 2학

년 때 배운 내용을 그대로 생각하고서 이차항의 계수 a를 기울기

로 정의를 잘못 알고 있다. y = ax 2의 그래프에서 a의 절대값의 크

기에 따라 그래프의 폭이 달라진다는 정리를 잘못 적용한 오류이다

[개선책] 모눈종이 위에서 하나의 좌표평면에 y = x 2 , y = 2x 2 , y = 1
2

x 2 , y

= - 2 x 2 , y = - 1
2

x 2에 대해 x 좌표값 2일 때, 각각 y 좌표값을 찾

아 점을 찍어 봄으로써 이차항의 계수의 절대값이 클수록 y 축에

가깝게 그려짐을 경험하게 한다. 또는 컴퓨터(그래픽 계산기, GSP

등)를 사용하여 y = ax 2에서 a값의 변화에 따른 그래프의 모양을

시각화하여 이해할 수 있게 한다.

y = 2x (일차함수)와 y = 2x 2 (이차함수)에서 대응표를 사용하여 실제

나타내 보게 함으로써 y = 2x 는 x 값의 변화에 대한 y 값의 변화의

비는 x 에 비례하며 2로 일정하고, y = 2x 2은 x 값의 변화에 대한

y 값의 변화의 비는 x 2에 비례하며 2로 일정함을 비교하여 이해함

으로써 일차항과 이차항의 계수를 구별해서 알 수 있게 한다.
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(3) 하 수준의 학생들에서의 오류원인 및 개선책

문항 4 : y = 1
2

x 2의 그래프를 x 축에 대하여 대칭이동 시킨 함수의 식

을 쓰고 그래프를 그리시오.

(오류1) 식 : y = - 1
2

x 2

[학생] y = - 1
2

x 2의 그래프는 y = 1
2

x 2의 그래프보다 이차항의 계수가

작으므로 폭이 넓은 것이 아닙니까?

[오류원인] 대칭의 의미를 정확히 모르고 있기 때문에 대수식인 y = - 1
2

x 2의 그래프를 나타내는데 있어서의 오류 즉, 수학적인 식을 그래

프로 나타낼 때의 오류이다.

[개선책] 모눈종이를 사용하여 좌표평면 위에 x = 2 일 때, y = 1
2

x 2과 y

= - 1
2

x 2의 y 좌표값의 점을 찍어 x 축에 대칭이 됨을 알게하고

고, y = 1
2

x 2과 y = - 1
2

x 2의 그래프를 그려 x 축을 중심으로 접

었을 때 겹쳐짐을 확인시킨다. y = ax 2의 그래프를 x 축에 대칭이

동시킨 함수는 y = - ax 2이며 그 그래프도 이해 할 수 있게 한다.

b) y = ax 2 + q꼴의 그래프에서의 오류

(1) 상 수준의 학생들에서의 오류원인 및 개선책

y = 1
2

x 2

O x2 4

8

- 2-4

2
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문항 7 : 오른쪽 포물선을 나타내는

이차함수를 구하시오

(오류1) y = ax 2 + bx + c 에서 (0, 2) 대입 c = 2

(2 , - 2) 대입 - 2 = 4a + 2 b + 2 …①

( - 2 , 2) 대입 - 2 = 4 a - 2 b+ 2 …② 에서 ①, ②를 연립하여 풀면

∴ a = 1
2

, b = 1

∴ y = 1
2

x 2 + x + 2

[학생] 모든 포물선의 식은 일반형이 y = ax 2 + bx + c 입니다. 여기서 세 점

을 대입하여 a , b , c를 구하면 안됩니까?

[오류원인] 꼭지점 (0, 2)인 포물선의 식은 y = ax 2 + q 에서 a , q를 구해야

쉽다. 그러나 y = ax 2 + bx + c 에서 a , b , c를 구하고 있으므로 복

잡 해 졌다. 또한 연립방정식의 풀이에서 계산상 오류이다.

(오류2) y = ax 2 + bx + c 에서 (0, 2) 대입 c = 2

(2 , 0) 대입 0 = 4 a + 2 b + 2 …①

( - 2 , 0) 대입 0 = 4 a - 2 b+ 2 …② 에서 ①, ②를 연립해서 풀면

a = - 1
2

, b = 0 , c = 2

∴ y = - 1
2

x 2 + 2

[학생] 포물선의 일반형 y = ax 2 + bx + c 에서 (0, 2), (2, 0), (-2, 0)를 지나

므로 대입하여 연립방정식을 풀면 안됩니까?

O

y

x

2

(2, - 2)
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[오류원인] 주어진 그래프가 (2, 0), (-2, 0)는 지나지 않는다. 그래프에 나

타난 성격을 잘못 해석하는 오류이다.

[개선책] 꼭지점이 ( 0 , q) 인 포물선의 식은 y = ax 2 + q에서 a , q를 구하

여 포물선의 식을 구한다는 것을 지도한다. 즉 포물선의 그래프는

꼭지점을 중심으로 생각할 수 있게 한다. 또한 그래프가 지나는 점

의 좌표를 정확하게 구하여 지나는 그래프의 식에 대입함으로써 매

개변수를 구할 수 있게 한다.

(2) 중 수준의 학생들에서의 오류원인 및 개선책

문항 6번 : 이차함수 y = - 2 x 2 + q의 그래프가 (2 , - 1)를 지날 때, q

값을 구하시오.

(오류) - 1= - 4 2 + q ⇒ - 1= 16 + q ⇒ - 1- 16 = q

∴ q = - 17

[학생] y = - 2 x 2 + q에 (2, -1)을 대입하여 q를 구합니다.

[오류원인] 한 점의 좌표를 대입하여 계산할 때, 거듭제곱의 계산을 잘못

계산하는 계산오류에 속한다.

[개선책] y = - 2 x 2 + q가 지나는 점의 좌표 (2, -1)을 대입 할 때는 괄호

를 쳐서 ( - 1) = - 2× (2) 2 + q 로 거듭제곱(지수)부터 항상 먼저 계

산하며 이항할 때 부호도 조심하게 한다.

(3) 하 수준의 학생들에서의 오류원인

문항 5번 : (1) y = 1
2

x 2 - 3 의 그래프는 y = 1
2

x 2의 그래프를 ( ㉠ )축

으로 ( ㉡ )만큼 평행이동한 것이다. ㉠, ㉡은 ?
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(오류1) 답) ㉠ : x ㉡ : - 3
2

[학생] 이차항의 계수가 1이 되야 될 것 같고, 상수항만큼 평행이동 시

킨 것 아닙니까?

(오류2) 답) ㉠ : x ㉡ : - 3

[학생] x 축으로 - 3 만큼인지, y 축으로 - 3 만큼인지 잘 모르겠습니

다.

[오류원인] y = 1
2 (x 2 - 3

2 )과 y = 1
2 (x - 3

2 )
2

을 정확히 구별하지 못하는

데서 생기는 오류로 y = ax 2을 y 축으로 q만큼 평행이동한 식이

y = ax 2 + q라는 정리를 잘 모르며 잘못 적용한 오류이다.

[개선책] 같은 x 값에 대해 y = 1
2

x 2 - 3 의 y 값은 y = 1
2

x 2의 y 값 보다

항상 3만큼 작다. 또한 이차항의 계수가 같으면 평행이동된 것이며

꼭지점을 중심으로 해석하게 한다. 즉 y = 1
2

x 2과 y = 1
2

x 2 - 3 의

꼭지점 (0, 0), (0 , - 3)을 비교하여 구할 수도 있다.

y = ax 2 + q꼴의 그래프는 y = ax 2의 그래프를 y 축으로 q만큼 평

행이동한 그래프임을 알게 한다.

c) y = a ( x - p ) 2꼴의 그래프에서의 오류

(1) 상 수준의 학생들에서의 오류원인 및 개선책
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문항 10번 : 오른쪽 그림은 y = 2x 2의

그래프를 x 축의 방향으로

평행이동한 그래프이다.

평행이동된 포물선의 식

을 구하시오.

(오류1) y = a (x - p) 2 + q 에서 y = 2 (x - p) 2 + q 에 (2, 0) 대입

0 = 2 (2 - p) 2 + q 에서 0 = 2 (4 - 4p + p 2 ) + q

8 - 8p + 2p 2 + q = 0 …

[학생] 포물선을 y = a ( x - p) 2 + q 에서 (2, 0)지나므로 대입하면....

[오류원인] 꼭지점이 (p , q) 인 포물선의 식이 y = a (x - p) 2 + q 이다. 따라

서 y = a ( x - p) 2 + q 의 식을 이용할 때는 꼭지점이 중심이 되어야

하는 데 그렇지 못한 데서 생긴 오류이다.

(오류 2) x 축 방향으로 2만큼 평행이동 했으니까

y = 2x 2 - 2

[학생] y = 2x 2을 x 축 방향으로 2만큼 평행이동 하면 y = 2x 2 - 2라 생각

됩니다.

[오류원인] y = 2x 2을 x 축으로 2만큼 또는 y 축으로 2만큼 평행이동한

그래프의 식의 정리를 이해하지 못하는 데 있다.

[개선책] y = 2x 2과 y = 2 ( x - 2) 2 에서 y 값이 2일 때, y = 2x 2은 x = 3 ,

y = 2 (x - 2) 2 은 x = 1이므로 두 점 (1, 2), (3, 2)를 비교하여 y = 2 (x

- 2) 2 은 y = 2x 2을 x 축으로 2만큼 평행이동 된 것임을 알 게 한

다.

O x2

y
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따라서 y = a ( x - p) 2의 그래프는 y = ax 2의 그래프를 x 축 방향으

로 p 만큼 평행이동한 그래프임을 이해하게 한다. 또한 꼭지점을

중심으로 해석하게 한다.

(2) 중 수준의 학생들에서의 오류원인 및 개선책

문항 9번 : 이차함수 y = a (x - p) 2의 그래프의 축의 방정식이 x = - 2

일 때, 꼭지점의 좌표를 구하시오.

(오류1) y = a ( x - p ) 2 에서 축 : x = - p ∴ p = 2

[학생] y = a ( x - p) 2의 축은 - p 아닌가요?

[오류원인] y = a ( x - p) 2의 축의 방정식은 x = p 인 데 x = - p 라고 생각

한 것은 부호에 대한 혼돈에서 오류가 발생한 것이다.

(오류2) y = a ( x - p ) 2에서 ⇒ y = a ( x 2 - 2px + p 2 )

= ax 2 - 2px + ap 2

[학생] y = a ( x - p) 2 에서 전개하여 어떻게 해보면…

[오류원인] y = a (x - p) 2의 꼭지점이 ( p , 0 ) 이므로 그래프를 그려봄으로써

a값에 관계없이 축의 방정식은 x = p임을 알 수 있으나 y = a ( x -

- p) 2 + q 에서 p , q값을 억지로 구하려는 데서 생긴 오류이다.

[개선책] y = 2 (x - 2) 2 , y = - ( x + 3) 2의 꼭지점을 찾아 그래프를 그려 보

게 하여 축의 방정식은 이차항의 계수에 관계없이 y 축에 평행하

며「 x = 꼭지점의 x 좌표값」임을 알게 한다.

따라서 y = a ( x - p) 2의 꼭지점은 (p , 0) , 축은 x = p 임을 알게 한다.

또한 꼭지점을 중심으로 지도한다.
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(3) 하 수준의 학생들에서의 오류원인 및 개선책

문항8번 : 이차함수 y = 1
2

x 2의 그래프를 이용하여 이차함수 y = 1
2

(x +

3) 2의 그래프를 그릴 때, 다음 물음에 답하시오.

(오류 1) y = 1
2

(x + 3) 2 의 그래프는 y = 1
2

x 2의 그래프를 ( ㉠ )축으로 (

㉡ )만큼 평행이동한 것이다. ㉠, ㉡은 ?

답) ㉠ : x ㉡ : 3

[학생] y = 1
2

(x + 3) 2 의 그래프는 y = 1
2

x 2의 그래프를 x 축으로 3만큼

평행이동 한 것 아닙니까?

(오류 2) 아래 좌표평면에 y = 1
2

( x + 3) 2 의 그래프를 그리시오.

y = 1
2

(x + 3) 2

y = 1
2

(x 2 + 6x + 9)

y = 1
2

x 2 + 6x + 9 에서

y 축 방향으로 9만큼 평

행이동하였다.

[학생] 전개하여 상수항만큼 y 축으로 평행이동 한 것 아닌가요?

[오류원인] x 축으로 평행이동 시킨 식에서 부호를 잘못 생각한 데서 오

는 오류이고,「 y 축으로 평행이동 시킨 식은 상수항이다」라고 잘

못 알고 있는 데서 오는 오류이며 y = ax 2 + q 꼴과의 혼돈에서 오

는 오류이다.

y

O 2 4

8

- 2- 4

2

y = 1
2

x 2

x
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[개선책] 이차항의 계수가 같으면 평행이동된 것이며 꼭지점의 좌표를 찾

아 비교한다. 즉 y = ax 2의 그래프의 꼭지점은 (0, 0), y = a (x - p) 2

의 그래프의 꼭지점은 ( p , 0)이므로 y = a ( x - p) 2 의 그래프는 y =

ax 2의 그래프를 x 축으로 p 만큼 평행이동시킨 그래프임을 알게

지도한다.

d) y = a (x - p) 2 + q 꼴의 그래프에서의 오류

(1) 상 수준의 학생들에서의 오류원인 및 개선책

문항 16번 : 오른쪽 포물선을 나타내는

이차함수를 구하시오

(단, 점 P는 꼭지점)

(오류 1) y = a (x - 1) (x - 3)

y = a ( x 2 - 4x + 3) 에서 y = ax 2 - 4 ax + 3a 에 (1, 0)대입하면

∴ a = 1

∴ y = x 2 - 4x + 3

[학생] x 절편이 1, 3인 포물선의 식은 y = a (x - 1) (x - 3) 이고, (1, 0)을 지

나므로 대입했습니다.

[오류원인] x 절편을 이용하여 이차함수의 식을 구할 때 x 절편을 대입하

면 항등식이 됨에도 억지로 매개변수를 구하려고 하는 데서 생긴

오류이다.

꼭지점이 (p , q) 인 포물선의 식이 y = a (x - p) 2 + q라는 성질을 이

해 못하고 있으며 포물선에서 축의 성질인 대칭성을 이용하여 꼭지

x
O

1

y

3

- 2 P
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점을 중심으로 생각하지 못한 데서 생긴 오류와 계산상의 오류이

다.

(오류2) y = a ( x - 2) 2 - 2 에 (1, 0) 대입하면

0 = 3a - 2 ⇒ a = 2
3

∴ y = 2
3

(x - 2) 2 - 2

[학생] 꼭지점이 (2 , - 2) 이므로 y = a ( x - 2) 2 - 2 에 (1, 0)를 대입하여

a를 구하면 …

[오류원인] (1, 0) 대입하여 계산할 때, 너무 성급히 계산하는 데서 계산

상의 오류가 발생했다.

[개선책] 꼭지점이 (p , q)인 모든 포물선은 y = a (x - p) 2 + q 이므로 모든

포물선의 식은 꼭지점의 좌표가 무엇인가부터 먼저 생각하고 꼭지

점이외의 한 점의 좌표를 대입하거나 이차항의 계수와 관련된 성질

을 이용하여 이차항의 계수를 구한다.

(2) 중 수준의 학생들에서의 오류원인 및 개선책

문항 15번 : 다음과 같은 세 이차함수

y = 2x 2…① , y = 2x 2 - 4 …② , y = 2 (x - 3) 2…③에서

①, ②, ③의 그래프에 대해 다음의 물음에 대한 공통점과 차

이점을 1가지 이상 쓰시오.

(오류 1) 이차함수 ①과 ②에서

·공통점 : 기울기가 같다. 또는 그래프의 기울기나 모양이 같다.

·차이점 : y 절편이 다르다. 또는 꼭지점이 다르다. y 축으로 4만

큼 평행이동.

- 47 -



[학생] x 의 식에서 맨 앞의 계수는 기울기라 생각하고 …

[오류원인] 2학년 때 배운 일차함수 y = ax + b에서 기울기 a를 이차함수

y = ax 2에서의 a와 혼돈하는 경우로 이차함수에 대한 정의를 정확

히 모르는 데서 오는 오류이다.

[개선책] y = 2x 와 y = 2x 2의 대응표를 만들고 그래프를 그려 비교함으로

써 일차함수와 이차함수의 정의의 차이점을 정확히 알게 하고 일차

항의 계수와 이차항의 계수에 대한 각각의 성질을 알게 한다.

(3) 하 수준의 학생들에서의 오류원인 및 개선책

문항 13번 : 이차함수 y = 1
2

x 2의 그래프를 이용하여 이차함수

y = 1
2

(x + 2) 2 + 3 의 그래프를 그릴 때, 다음 물음에 답하시오.

y = 1
2

(x + 2) 2 + 3 의 그래프는 y = 1
2

x 2의 그래프를 ( ㉠ )축으

로 ( ㉡ )만큼, ( ㉢ )축으로 ( ㉣ )만큼 각각 평행이동 한 그래

프이다. ㉠, ㉡, ㉢, ㉣은 ?

(오류1) x 축으로 2만큼, y 축으로 3만큼 평행이동.

(오류2) x 축으로 - 2만큼, y 축으로 3
2
만큼 평행이동.

O x2 4

8

- 2-4

2

y = 1
2

x 2 y
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[학생] (x + 2) 2 에서 x 축으로 + 2만큼 y 축으로 상수항만큼, 평행이동…

[오류원인] y = a (x + p) 2 + q 의 그래프는 y = ax 2의 그래프를 부호에 대해

생각하지 않고 x 축으로 p , y 축으로 상수항만큼 평행이동한 것으

로 잘못 이해하였으며 암기식으로 문제를 푼 데서 오류가 발생하

였다. 즉 평행이동에 대한 정리를 모르는데서 오는 오류이다.

[개선책] 이차항의 계수가 같으면 평행이동이고 꼭지점의 좌표를 비교하

여 x 축, y 축으로 얼마만큼 평행이동된 것인가를 알게 한다. 즉 y

= 1
2

x 2과 y = 1
2

(x + 2) 2 + 3 에서 이차항의 계수는 같고, 꼭지점은

각각 (0, 0), ( - 2 , 3) 이므로 y = 1
2

(x + 2) 2 + 3 의 그래프는 y = 1
2

x 2

의 그래프를 x 축으로 -2, y 축으로 3만큼 평행이동한 그래프이다.

e) y = ax 2 + bx + c 꼴의 그래프에서의 오류

(1) 상 수준의 학생들에서의 오류원인 및 개선책

문항 20번 : 오른쪽 그림의 포물선

y = x 2 - 4x + k 에서

A B = 6 일 때,

k의 값을 구하시오.

(오류 1) y = x 2 - 4x + k 에서 y = (x - 2) 2 - 4 + k 에서 - 4 + k = 6

∴ k = 10

[오류원인] 그래프에서 주어진 자료에 없는 것은 있는 것처럼 이용하는

자료의 오용에 대한 오류이다.

[개선책] 함수의 관계식에서 1개의 매개변수를 구할 때는 함수가 지나는

O
B

y

A x
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한 점의 좌표만을 구해 대입함으로써 수 있음을 알게 한다. 위의

문제도 포물선의 축의 대칭성을 이용하여 한 점의 좌표 (4, 0)을 대

입하여 k값을 구한다.

(2) 중 수준의 학생들에서의 오류원인 및 개선책

문항 19번 : 다음 물음에 답하시오.

(1) 아래 좌표평면에 이차함수 y = - 3 x 2 + 6x - 1 의 그래프를

그리시오.

(2) y = - 3 x 2 + 6x - 1 의 그래프에서 x 값이 증가할 때, y 값도

증가하는 x 값의 범위를 구하시오.

(오류 1) y = - 3 (x 2 - 2x + 1- 1) + 3 ⇒ y = - 3 (x - 1) 2 + 6

∴ 꼭지점 : (1, 6)

∴ x > 1

[오류원인] 완전제곱꼴로 고칠 때 괄호안의 값을 처리하는데 있어서 계

산상의 오류이다.

(오류 2) y = - 3 (x 2 - 2x ) - 1

y = - 3 (x 2 - 2x + 1- 1) - 1

y = - 3 (x 2 - 2x + 1- 1) + 2

∴ y = - 3 (x - 1) 2 + 2

∴ 꼭지점 : (1, 2)

∴ x >0

[오류원인] y 값이 증가한다는 것은 y >0이라고 잘못 생각하는 오류이다.

즉, 그래프를 잘못 해석하는 오류이다.

[개선책] 함수에서 완전제곱꼴로 고칠 때는 이차항의 계수로 일차항까지

묶고 괄호 안에서 완전제곱이 되는 상수를 더하고 뺀 다음 정리한

y

O x1

6

2
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다.

즉, y = ax 2 + bx + c (이차함수의 일반형)꼴을 y = a (x - p) 2 + q (이차

함수의 표준형)으로 바꾸는 연습시킴으로써 오류를 줄일 수 있다.

또한 정의역 x 가 증가할 때 즉 왼쪽에서 오른쪽으로 변해갈 때

그래프가 어떻게 움직여 가는가를 관찰함으로서 치역( y 값)의 변화

를 알게 한다.

(3) 하 수준의 학생들에서의 오류원인 및 개선책

문항 14번 : 이차함수 y = 2x 2 - 8x + 3 의 그래프에서 축의 방정식과 꼭

지점의 좌표를 구하시오.

(오류 1) y = 2x 2 - 8x + 3 ⇒ y = 2 (x 2 - 4x + 4) + 3 ⇒ y = 2 ( x - 2) 2 + 3

∴ 꼭지점 (2, 3)

(오류 2) y = 2 ( x 2 - 4x ) + 3 ⇒ y = 2 ( x 2 - 4x + 4 ) - 4 + 3

y = 2 (x - 2) 2 - 1

∴ 꼭지점 (2 , - 1)

[오류원인] 원래의 식과 같게 되기 위해서는 괄호 안에서 더한 만큼 그대

로 빼는 데 있어서의 오류이며 괄호 안의 값을 처리하는 데 있어서

계산상의 오류이다.

[개선책] y = ax 2 + bx + c (이차함수의 일반형)꼴을 y = a (x - p) 2 + q (이차

함수의 표준형)으로 고칠 때,

y = a(x 2 + b
b

x)+ c ⇒ y = a{x 2 + b
a

x + ( b
2a

) 2 - ( b
2a

) 2 }+ c ⇒
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y = (x + a
2 b )

2

- a ( b
2a )

2

+ c 와 같은 형태로 바꾸는 연습을 시킴으로

써 오류를 줄일 수 있다.

이상 학생들의 평가지에서 오류유형과 오류원인 및 개선책을 살펴보았다.

다음은 각 수준별로 이차함수의 그래프 영역에서 학생들이 저지르는 오류의

내용상 특징을 나열한 것으로써 현장에서 함수단원을 지도하기 전에 교사들이

참고 자료로 활용할 시 학생들의 오류를 최대한 줄이는데 도움이 되리라 본

다.

첫 째 상 수준 학생들의 오류의 특징

(1) 축의 방정식을 이용한 그래프의 대칭성을 활용하지 못하는 경우가 많

다.

(2) 모든 이차함수의 그래프는 이차항의 계수가 같을 때 그래프의 모양이

같다. 즉‘평행이동 된 것이다’라는 성질을 잘 이용하지 못하는 경우

가 많았다.

(3) 이차함수의 표준형인 y = a ( x - p) 2 + q 의 꼭지점 (p , q) 를 구하는 문제

에 익숙한 나머지 y = ax 2 + q , y = a (x - p) 2형태의 식에서는 p = 0 , q =

0 인 경우임을 알지 못하고 억지로 p , q값을 구하려고 하는 경우가 많

았다.

(4) 이차함수의 일반형인 y = ax 2 + bx + c 은 이차함수의 표준형인 y = a ( x

- p ) 2 + q 와 같다는 사실을 잘 모르는 경우가 있다.

또, 이차함수 또는 포물선의 식을 구할 때 꼭지점을 알 수 있을 때 y =

a (x - p) 2 + q 에서 구하고, 그래프가 지나는 세 점을 알 수 있을 때는 y

= ax 2 + bx + c 에서 구한다는 사실을 잘 모르는 경우가 많다.
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(5) 완전 제곱으로 변형할 때, 또는 그래프가 지나는 점의 좌표를 대입할

때 계산상의 오류가 많다.

둘 째 중 수준 학생들의 오류 특징

(1) 이차함수에서 이차항의 계수가 그래프의 모양을 결정한다는 성질을 이

해하는데 부족하다.

(2) 축의 방정식 x = p 에서 대칭성과 그 p 가 꼭지점의 x 좌표가 된다는

사실을 잘 모르는 경우가 많다.

(3) 이차함수의 표준형인 y = a ( x - p) 2 + q 의 꼭지점 (p , q) 를 구하는 문제

에 익숙한 나머지 y = ax 2 + q , y = a (x - p) 2형태의 식에서는 p = 0 , q =

0 인 경우임을 알지 못하고 억지로 p , q값을 구하려고 하는 경우가 많

았다.

(4) 평행이동에 대한 성질을 잘 이해 못하는 경우가 많으며 특히, x 축에

대해 평행이동한 그래프의 식을 구할 때 부호의 오류가 많다.

(5) 좌표평면상의 그래프를 이해하거나 좌표를 읽는 능력이 부족하다.

(6) 좌표의 값을 식에 대입하거나 완전제곱식으로 바꿀 때 괄호 처리와 계

산상의 오류가 많다.

(7) 정의역의 값( x )이 변할 때, 치역의 값( y )의 변화에 대한 이해가 부족

하다.

세 째 하 수준 학생들의 오류 특징

(1) 이차항의 계수값에 따른 그래프의 모양과의 관계를 잘 모르며 일차 함

수의 기울기와 혼동하는 경우가 많다.

(2) 축 및 평행이동에 대한 이해가 부족하다.

(3) 평행 이동의 경우 부호의 오류가 많다.

(4) 좌표평면상의 그래프를 이해하거나 좌표를 읽는 능력이 부족하다.
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(5) 좌표의 값을 식에 대입하거나 완전제곱식으로 바꿀 때 괄호 처리와 계

산상의 오류가 많다.

(6) 정의역의 값( x )이 변할 때, 치역의 값( y )의 변화에 대한 이해가 부족

하다.

위의 이차함수의 그래프에 대한 오류의 특징에 따른 개선책으로 다음과 같

다.

첫 째 상 수준 학생들에 대한 개선책

(1) 모든 이차함수의 그래프는 이차함수의 표준형( y = a (x - p) 2 + q )꼴로

고쳐 그래프를 그릴 수 있게 하고 이차항의 계수와 축, 꼭지점에 대한

성질을 알 수 있게 한다.

(2) 이차함수의 일반형( y = ax 2 + bx + c )과 이차함수의 표준형( y = a (x - p) 2

+ q )과의 관계를 예를 들어 설명함으로써 알 수 있게 한다.

(3) 이차항의 계수가 같은 모든 이차함수는 평행이동 된 것이며, 평행이동

된 그래프와 비교하게 함으로써 x 축으로 p , y 축으로 q만큼 평행이

동 시킨 함수의 식은 x → (x - p) , y → (y - q) 로 대입하여 정리한다는 것

을 알게 한다. 이 때, 부호는 평행이동 된 양과 반대임을 강조한다.

(4) x 값이 증가할 때, y 값의 변화는 왼쪽에서 오른쪽 방향으로 그래프의

모양을 관찰하게 한다.

(5) 방정식과 함수에서 완전제곱꼴로 고치는 방법의 차이점을 알게 하고,

특히 함수에서 완전제곱꼴로 고칠 때는 이차항의 계수로 일차항까지 묶

고 괄호 안에서 완전제곱이 되는 상수를 더하고 뺀 다음 정리한다.

또 값을 대입하여 거듭제곱을 계산할 때에는 괄호를 치게 하고, 지수를

가장 먼저 계산할 수 있게 한다.
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둘 째 중 수준 학생들에 대한 개선책

(1) 모든 이차함수는 표준형인 y = a ( x - p) 2 + q 꼴로 만들어 p 값 또는 q

값이 0일 때 y = ax 2 , y = ax 2 + q , y = a ( x - p) 2이 됨을 설명하고 이해할

수 있게 한다.

(2) 모든 이차함수 즉 포물선은 이차항의 계수와 꼭지점을 알 때 구하여

지며, 그것으로 구성됨을 알게 한다.

(3) 컴퓨터를 이용하여 이차함수의 그래프를 그려봄으로써 이차항의 계수

와 대칭축, 꼭지점에 대한 성질을 알게 한다.

(4) x 값이 증가할 때, y 값의 변화는 왼쪽에서 오른쪽방향으로 그래프의

모양을 관찰하게 한다.

(5) 방정식과 함수에서 완전제곱꼴로 고치는 방법의 차이점을 알게 하고,

특히 함수에서 완전제곱꼴로 고칠 때는 이차항의 계수로 일차항까지 묶

고 괄호 안에서 완전제곱이 되는 상수를 더하고 뺀 다음 정리한다.

값을 대입하여 거듭제곱을 계산할 때에는 괄호를 치게 하고, 지수를 가

장 먼저 계산할 수 있게 한다.

세 째 하 수준 학생들에 대한 개선책

(1) 대응표를 작성하고 컴퓨터 또는 모눈종이를 활용하여 이차함수의 그래

프의 유형별로 그려 보이고 연습을 시킨다.

(2) 컴퓨터를 이용하여 이차함수의 그래프는 포물선임을 알게 하고, 포물선

의 대칭축은 y 축과 평행인 직선이며, 모눈종이 위에 그려 축을 중심으

로 접어서 겹쳐짐을 보여 축에 대하여 좌·우 대칭임을 알게 한다.

(3) 모든 이차함수 즉 포물선은 이차항의 계수와 꼭지점을 알 때 구하여

지며, 그것으로 구성됨을 알게 한다.

(4) x 값이 증가할 때, y 값의 변화는 왼쪽에서 오른쪽방향으로 그래프의
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모양을 관찰하게 한다.

(5) 방정식과 함수에서 완전제곱꼴로 고치는 방법의 차이점을 알게 하고,

특히 함수에서 완전제곱꼴로 고칠 때는 이차항의 계수로 일차항까지 묶

고 괄호 안에서 완전제곱이 되는 상수를 더하고 뺀 다음 정리한다.

값을 대입하여 거듭제곱을 계산할 때에는 괄호를 치게 하고, 지수를 가

장 먼저 계산할 수 있게 한다.
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Ⅴ.결론 및 제언

A. 결론

본 연구의 주요목적은 중학교 3학년 학생들의 이차함수의 그래프에 있어서

오류 유형을 조사하여 그 원인을 분석하고 개선책을 제시하는 것이다.

연구의 목적을 달성하기 위하여 다음과 같은 두 가지 문제를 설정하였다.

첫 째 학습능력(상, 중, 하)에 따른 중학교 3학년 학생들의 이차함수의 그래프

영역에서 발생하는 오류유형을 분석한다. 둘 째 각각의 오류 유형에 대한 오

류의 원인을 분석하여 그 개선책을 제시한다.

본 연구를 수행하기 위해서 김천시에 소재하는 두 개 중학교를 선정하였으

며, 오류유형 검사를 위하여 1학기말 수학성적을 기초로 상, 중, 하로 구분하

여 총 252명을 연구대상으로 선정하였다. 오류유형 검사지는 중학교 3학년 5

종 교과서에서 공통으로 다루어지는 교과서 수준의 난이도로서 만들었다. 검

사지는 이차함수의 그래프의 유형별로 4문제씩 총 20문항으로 구성되었으며,

학생들이 제시한 문제 풀이 과정을 통해서 이차함수의 그래프에 대한 오류 유

형과 원인을 분석하였다.

오류 모델은 네 가지 모델(문제의 자료를 잘못 사용하는 오류, 문제의 내용

을 잘못 해석하는 오류, 정리나 정의를 부적절하게 사용하는 오류, 기술적인

오류)으로 분류하였으며, 이차함수의 그래프 유형과 학생들의 학습 능력(상,

중, 하)별로 정답율과 오류를 백분율로 나타내었다.

전체 252명에게 그래프 유형별로 총 20문항을 제시한 결과 완전한 답을 한

학생은 45.9%, 무응답 또는 끝까지 못 풀고 답만 제시한 학생이 29.5%이며 오

류 분석대상은 24.5%이다.
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이와 같은 분석 결과로 다음과 같은 결론을 얻을 수 있다.

첫째, 이차함수의 그래프에 관한 문제 풀이과정에서 나타난 오류는 정리나

정의를 부적절하게 사용하는 오류(37.0%)가 가장 많았고, 문제의 내용을 잘못

해석하는 오류(31.1%), 문제의 자료를 잘못 사용하는 오류(21.7%), 기술적인 오

류(10.2%)의 순으로 나타났다.

둘째, 상 수준의 학생들은 축의 방정식을 이용한 그래프의 대칭성을 활용하

지 못하는 경우가 많으며, 모든 이차함수의 그래프는 이차항의 계수가 같을

때 그래프의 모양이 같다 즉,‘평행이동 된 것이다’라는 성질을 잘 이용하지

못하는 경우가 많았다.

셋째, 중 수준의 학생들은 이차함수의 표준형인 y = a ( x - p ) 2 + q 의 꼭지점

(p , q) 를 구하는 문제에 익숙한 나머지 y = ax 2 + q , y = a (x - p) 2형태의 식

에서는 p = 0 또는 q = 0인 경우임을 알지 못하고, y = a ( x - p ) 2 + q 와

y = ax 2 + q , y = a (x - p) 2꼴을 별개의 것으로 생각하고 억지로 p , q값을 구하

려고 하는 경우가 많았다. 또한 축의 방정식 x = p에서 대칭성과 그 p 가 꼭

지점의 x 좌표가 된다는 사실을 잘 모르는 경우가 많다.

넷째, 하 수준의 학생들은 좌표평면상의 그래프를 이해하거나 좌표를 읽는

능력이 부족하며 좌표의 값을 식에 대입하거나 완전제곱식으로 바꿀 때 괄호

처리와 계산상의 오류가 많다.

B. 제언

학생들의 사고과정을 이해하고 그들의 지식 체계에 효과적인 교수법을 연구

하려는 연구자들을 위해 본 연구에서 얻은 결과를 기초로 다음과 같은 몇 가

지 제언을 하고자 한다.
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첫째, 그래프를 해석하거나 식이나 기호를 그래프화하는 능력의 부족으로

인한 오류가 많았다. 따라서 함수의 그래프를 지도할 때는 대수식과 관련 짓

고 대수식의 관점에서 정보(자료) 추출 해내며, 대수식을 지도할 때는 그래프

적 관점에서 바라볼 수 있도록 두 가지 표상을 복합적으로 지도하는 것이 바

람직하다.

둘째, 모든 이차함수의 그래프는 포물선이며 이차항의 계수가 그래프의 모

양을 결정하므로 이차함수의 그래프에 대한 지도는 이차항의 계수의 성질과

꼭지점을 중심으로 지도하고, 해석할 수 있도록 하는 것이 바람직하다.

셋째, 함수의 그래프를 시각화해서 지도할 수 있는 교실 환경과 현장 교사

들이 손쉽게 사용할 수 있는 멀티미디어 자료의 개발과 활용이 필요하다.
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Abstract

A Stu dy on the Analysis of Errors on

the Graph of Quadratic Function

- on the basis of the function unit of the third year middle school -

Su n g, Jong Gi

Major in Mathem atics Edu cation

Gradu ate School of Edu cation

Korea N ation al Un iversity of Edu cation

Chu ng-Bu k, Korea

Su p ervised by Professor Kim , Won Kyun g Ph . D .

The m ain p u rp ose of th is stu dy is to research the typ es of errors on the grap h s

of qu adratic fu nction in m ath em atics textbook of the th ird year m id dle sch ool

stu dents, an d to an alyze th e reason s of th ose error s, then to sh ow p ossible

an sw ers.

For th is p u rp ose, tw o qu estion s w ere set as follow s;

(1) To an alyze the typ es of error s accord in g to th e learner s' cap ability d ivided

three grou p s su ch as h igh, m id dle, an d low ach iever s in solvin g th e qu adratic

fu n ction of the m id d le sch ool m athem atics textbook .

(2) To an alyze th e reason s of th ose errors an d to su ggest the better solu tion s.

For p erform in g this research , 252 stu d ents of tw o m id dle sch ools in Kim ch on

w ere selected as su bjects. An d they w ere d ivided into three grou p s su ch as high,

m id dle, an d low grou p on the basis of th eir m athem atics grades at th e fin al

exam in ation of th e first sem ester in 1999. The research p ap er for error typ es w as
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d esigned by con sid erin g the degree of difficu lty of 5 textbooks u sed in the m id dle

sch ool. It con sisted of 5 typ es of qu adratic fu n ction grap h s, an d each typ e h as 4

qu estion s. After the stu dents w ere tested th ose qu estion s, the typ es an d reason s of

error s w ere an alyzed in detail on th eir an sw er sheets.

Error m od els fall in to fou r div ision s- the fallacy of n ot u sin g given m aterials,

th at of n ot in terp retin g qu estion correctly, th at of n ot u sin g p rop erly defin ition s or

p rincip les, an d th at of tech nical skill . The rate of th e correct an sw ers an d th e

error s on each typ e of qu adratic fu nction w ere sh ow n as p ercen tage

The resu lts of th is research are as follow s :

Fir st, th e rates of fallacies th at h ap p ened in th e p rocess of solv in g the qu adratic

fu n ction grap h are sh ow n as follow s; the fallacy of n ot u sin g d efin ition s or

p rincip le p rop erly took th e h ighest 37 p ercen tage, an d th at of in terp retin g

im p rop erly took 31.1 p ercen tage . Th e fallacy of n ot u sin g the given inform ation

p rop erly took 21.7 p ercen tage . At last, th at of technical skill took 10.2 p ercentage .

Secon d, it w as sh ow n th at stu dents gen erally m ade m istakes m ost frequ ently in

the case of h ow to u se defin ition or theorem p rop erly an d h ow to interp ret

qu estion s correctly . Th e errors w hich cam e from the lack of technical skill also

h ap p ened frequ ently .

Third , the stu dents w h o h ad low grades sh ow ed th e ten dency n ot bein g able to

solve the next level becau se of their p oor reasonin g ability .

Fou rth , it is d esirable to u se ' algebra' an d 'fu n ction ' together th ou gh w e exp lain

on e of them . For exam p le, it is also so u sefu l to exp lain the grap h of fu nction by

u sin g algebra or u sin g both of them together , becau se m an y stu dents h ad the lack

of cap ability to in terp ret a grap h , sign al, an d equ ation . In th e case of exp lain in g

algebra, it is also very u sefu l to teach stu dents by u sin g a grap h to m ake them

u n der stood algebra from th e grap hic view .

Fifth , w hen w e teach stu den ts abou t the grap h of qu ad ratic fu nction it is also

d esirable to exp lain an d in terp ret it focu sin g an ap ex.

* A th esis su bm itted to th e Com m ittee of the Gradu ate Sch ool of Ed u cation

Korea N ation al University of Edu cation in Partial Fu lfillm ent of the requ irem en t

for the degree of M aster of Edu cation in Febru ary, 2000
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< 오류 분석 검사지 >

※ 본 검사지는 이차함수에 대한 오류를 분석하기 위한 검사지 입니다. 조

사 결과는 학교 성적과 무관합니다. 조사 자료는 공개하지 않으며, 연구 목적

이외에는 사용하지 않습니다.

수학교육을 위해 여러분의 협조가 필요합니다. 문제를 잘 읽고 최선을 다해

풀어 주시기 바랍니다.

풀이와 답은 직접 문제지에 적어 넣기 바랍니다.

1. 다음 함수에서 그래프의 폭이 가장 큰 것은 ?

① y = - 2 x 2 ② y = 3x 2 ③ y = - 1
3

x 2 ④ y = 1
2

x 2 ⑤ y = - 2
3

x 2

(이 유) 간단히 쓰시오

2. 오른쪽 그림과 같이 포물선 y = ax 2 은

x 축과 y = - x 2 사이에 존재할 때,

다음물음에 답하시오.

(1) a 값의 부호는 ?

(2) a 값의 범위를 구하시오.

(풀 이)

y

o

y = ax 2

y = - x 2

x
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3. 오른쪽 그림은

y = x 2 , y = ax 2
과 y = 4 의

그래프를 그려놓은 것이다. P Q = QR 일 때,

(1) 두 점 P , Q의 좌표를 구하면 ?

(풀 이)

(2) a 의 값을 구하시오.

(풀 이)

4 . 다음 좌표평면 위에는 y = 1
2

x 2 의 그래프가 그려져 있다.

다음 물음에 답하시오.

(1) y = 1
2

x 2 의 그래프를 x 축에 대하여 대칭이동 시킨 함수의 식을 쓰시오.

(2) 아래 좌표평면 위에 대칭이동 시킨 함수의 그래프를 그리시오.

y

o

y = ax 2 y = x 2

y = 4

x

P Q R

o x2 4

8

- 2- 4

2

y = 1
2

x 2 y
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5. 이차함수 y = 1
2

x 2 의 그래프를 이용하여 이차함수 y = 1
2

x 2 - 3 의 그래프를 그

릴 때, 다음 물음에 답하시오.

(1) y = 1
2

x 2 - 3 의 그래프는 y = 1
2

x 2 의 그래프를 ( ㉠ )축으 로 ( ㉡ )만큼

평행이동한 것이다. ㉠, ㉡은 ?

(2) 아래 좌표평면에 y = 1
2

x 2 - 3 의 그래프를 그리시오.

6. 이차함수 y = - 2 x 2 + q의 그래프가 (2 , - 1)를 지날 때, 다음 물음에 답하시오.

(1) q값을 구하시오.

(풀 이)

(2) 이차함수 y = - 2 x 2 + q의 그래프 축의 방정식과 꼭지점의 좌표를 구하 시오.

(풀 이)

o x2 4

8

- 2- 4

2

y = 1
2

x 2 y
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7. 오른쪽 포물선을 나타내는

이차함수를 구할 때,

다음 물음에 답하시오.

(1) 구하고자 하는 포물선의 꼭지점 좌표는 ?

(2) 포물선의 식을 구하시오.

(풀 이)

8. 이차함수 y = 1
2

x 2 의 그래프를 이용하여 이차함수 y = 1
2

( x + 3) 2 의 그래프를 그

릴 때, 다음 물음에 답하시오.

(1) y = 1
2

(x + 3) 2 의 그래프는 y = 1
2

x 2 의 그래프를 ( ㉠ )축으로 ( ㉡ )만큼 평

행이동한 것이다. ㉠, ㉡은 ?

(2) 오른쪽 좌표평면에 y = 1
2

(x + 3) 2 의

그래프를 그리시오.

y

o

2

x

(2, - 2 )

o x2 4

8

- 2- 4

2

y = 1
2

x 2 y
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9. 이차함수 y = a (x - p) 2
의 그래프의 축의 방정식이 x = - 2 일 때, 꼭지점의 좌표

를 구하시오.

(풀 이)

10. 오른쪽 그림은 y = 2x 2 의

그래프를 x 축의 방향으로

평행이동한 그래프 이다.

이 포물선의 식을 구하려고

할 때, 다음 물음에 답하시오.

(1) 구하고자 하는 포물선은 y = 2x 2 의 그래프를 x 축의 방향으로 얼마만큼 평행이

동 하였는가 ?

(2) 평행이동된 포물선의 식을 구하시오.

(풀 이)

11. 오른쪽 그림은 이차함수의

그래프이다.

x 값이 증가할 때, y 값이 감소하는

x 값의 범위를 구하시오.

(이 유) 아는 데로 간단히 쓰시오.

o x2

y

o
x

- 3

y
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12. 오른쪽 그림은 이차함수

y = ax 2
과 y = a ( x - 3) 2

의

그래프 를 나타낸 것이다.

선분 AB와 선분 AC의

차이를 구하시오.

(풀 이)

13. 이차함수 y = 1
2

x 2 의 그래프를 이용하여 이차함수 y = 1
2

(x + 2) 2 + 3 의 그래프

를 그릴 때, 다음 물음에 답하시오.

(1) y = 1
2

( x + 2) 2 + 3 의 그래프는 y = 1
2

x 2 의 그래프를 ( ㉠ ) 축으로 ( ㉡ )만큼,

( ㉢ )축으로 ( ㉣ )만큼 각각 평행이동한 그래프이다. ㉠, ㉡, ㉢, ㉣은 ?

(2) 오른쪽 좌표평면에

y = 1
2

(x + 2) 2 + 3 의

그래프를 그리시오.

14 . 이차함수 y = 2x 2 - 8x + 3 의 그래프에서 축의 방정식과 꼭지점의 좌표를 구하시

오.

(풀 이)

o xP

y

A B C

y = ax 2
y = a ( x - 3) 2

o x2 4

8

- 2- 4

2

y = 1
2

x 2 y
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15. 다음과 같은 세 이차함수

y = 2x 2
…① , y = 2x 2 - 4 …② , y = 2 (x - 3) 2

…③ 에서

①, ②, ③의 그래프에 대해 다음의 물음에 대한 공통점과 차이점을 1가지 이상 쓰

시오.

(1) 이차함수 ①과 ②에서

·공통점 :

·차이점 :

(2) 이차함수 ②와 ③에서

·공통점 :

·차이점 :

16. 오른쪽 포물선을 나타내는 이차함수를 구할 때,

다음 물음에 답하시오.

(단, 점 P는 꼭지점)

(1) 위 포물선의 축의방정식과 꼭지점의 좌표는 ?

(2) 위 포물선의 식을 구하시오.

(풀 이)

x
o

1

y

3

- 2 P
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17. 이차함수 y = a ( x - p) 2 + q 의

그래프가 오른쪽 그림과 같을 때,

a , p , q의 부호를 구하시오.

(풀 이)

18. 이차함수 y = - 2 x 2 의 그래프를 x 축으로 p , y 축으로 q만큼 평행이동 시킨

함수는 y = - 2x 2 - 8x - 5 일 때, p , q의 값을 구하시오.

(풀 이)

19. 다음 물음에 답하시오.

(1) 아래 좌표평면에 이차함수 y = - 3 x 2 + 6x - 1 의 그래프를 그리시오.

(2) y = - 3 x 2 + 6x - 1 의 그래프에서 x 값이 증가할 때, y 값도 증가하는 x 값의

범위를 구하시오.

o
x

y

y

o x
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20. 오른쪽 그림의 포물선

y = x 2 - 4x + k 에서

A B = 6 일 때,

k의 값을 구하시오.

(풀 이)

o
B

y

A x
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